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GLOSARIUM

* Fungsi trigonometri adalah fungsi dari sebuah sudut yang digunakan untuk
menghubungkan antara sudut-sudut yang dalam suatu segitiga dengan sisi-sisi
segitiga tersebut.

* Himpunan penyelesaian adalah himpunan yang beranggotakan akar-akar dari
suatu persamaan.

= Persamaan trigonometri adalah persamaan yang memuat perbandingan
trigonometri.

» Persamaan trigonometri bentuk kuadrat adalah persamaan trigonometri dalam
bentuk Ax? + Bx +C =0,A # 0
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PETA KONSEP

Persamaan
Trigonometri Dasar

Persamaan
Trigonometri

Persamaan
Trigonometri Bentuk
Kuadrat
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sin ax = sin a dan
sinax = k

cos ax = cos a dan
cosax =k

tan ax = tan a dan
tanax =k

Persamaan
Trigonometri bentuk
Ax>+Bx+C=0
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PENDAHULUAN
A. Identitas Modul
Mata Pelajaran : Matematika Peminatan
Kelas : XI
Alokasi Waktu : 8]P
Judul Modul : Persamaan Trigonometri

B. Kompetensi Dasar

3.1 Menjelaskan dan menentukan penyelesaian persamaan trigonometri
4.1 Memodelkan dan menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan masalah
trigonometri

C. Deskripsi Singkat Materi

Modul ini berisi materi persamaan trigonometri yang merupakan pengembangan dari
fungsi trigonometri dengan nilai y = 0. Materi prasyarat yang harus dikuasai adalah
nilai perbandingan trigonometri sudut istimewa, nilai perbandingan trigonometri di
empat kuadran, invers trigonometri dan penyelesaian persamaan kuadrat. Setelah
memahami modul ini diharapkan dapat menentukan penyelesaian persamaan
trigonometri baik persamaan dasar maupun persamaan kuadrat. Materi ini akan
menjadi prasyarat perhitungan terutama pada mata pelajaran fisika.

D. Petunjuk Penggunaan Modul
Sebelum Ananda membaca isi modul, terlebih dahulu membaca petunjuk khusus
dalam penggunaan modul agar memperoleh hasil yang optimal.

1. Sebelum memulai menggunakan modul, mari berdoa kepada Tuhan yang Maha
Esa agar diberikan kemudahan dalam memahami materi ini dan dapat
mengamalkan dalam kehidupan sehari-hari.

2. Sebaiknya Ananda mulai membaca dari pendahuluan, kegiatan pembelajaran,
rangkuman, hingga daftar pustaka secara berurutan.

3. Setiap akhir kegiatan pembelajaran, Ananda mengerjakan latihan soal dengan
jujur tanpa melihat uraian materi.

4. Ananda dikatakan tuntas apabila dalam mengerjakan latihan soal memperoleh
nilai > 75 sehingga dapat melanjutkan ke materi selanjutnya.

5. Jika Ananda memperoleh nilai < 75 maka Ananda harus mengulangi materi
pada modul ini dan mengerjakan kembali latihan soal yang ada.

E. Materi Pembelajaran

Modul ini terbagi menjadi 2 kegiatan pembelajaran dan di dalamnya terdapat uraian
materi, contoh soal, soal latihan dan soal evaluasi.

Pertama : Persamaan Trigonometri Dasar

Kedua  : Persamaan Trigonometri Bentuk Kuadrat
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 1

Persamaan Trigonometri Dasar

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari materi ini, diharapkan Ananda dapat menentukan
himpunan penyelesaian persamaan trigonometri dasar

B. Uraian Materi

Jika ananda menyelesaikan suatu persamaan trigonometri, berarti ananda
diharuskan menemukan nilai x, dalam satuan radian maupun derajat, yang
memenuhi persamaan tersebut.

Sebelum memasuki materi, ada materi prasyarat yang harus ananda kuasai
yaitu sebagai berikut.

ﬁateri Prasyarat 1: \

Nilai perbandingan trigonometri untuk sudut istimewa
a 0° 30° 45° 60° 90°
1 1 1

sin a 0 = = Z 1
1 ’ % " ’ 1 ’

cosa 1 = — Z 0
2 V3 2 \ 2
1

tana 0 \/§1 1 V3 ~

—23
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Materi Prasyarat 2:
Nilai perbandingan trigonometri sudut istimewa di 4 kuadran

Hanya sinus
bernilai positif,
nilai kosinus dan
tangen negatif

Hanya tangen
bernilai positif,
nilai sinus dan

kosinus negatif

Kuadran |

Nilai sinus,
kosinus dan
tangen positif

—a = (360° — a)

Kuadran IV

Hanya kosinus
bernilai positif,
nilai sinus dan
tangen negatif

Untuk memeriksa kesiapan kalian memasuki materi ini,

berikut.

kerjakanlah soal

('

1. sin60° =
2. cos45° =
3. tan30° =
4. cos135° =
5. cos210° =

-

cos 300°
sin 120°
8. sin 240°
9. sin310°
10. tan 315°

6.
7.

entukanlah nilai perbandingan trigonometri berikut.

~

Persamaan Trigonometri Dasar
Persamaan trigonometri dasar meliputi:

1. sinx =sina
2. COSx =cosa
3. tanx =tana
4. sinx = k, k sebuah konstanta
5. cosx = k, k sebuah konstanta
6. tanx = k, k sebuah konstanta

Penyelesaian persamaan trigonometri dasar
Menyelesaikan persamaan trigonometri dalam bentuk kalimat terbuka yang
memuat variabel berarti menentukan nilai variabel yang terdapat dalam
persamaan tersebut sehingga persamaan itu menjadi benar.
Untuk menyelesaikan persamaan trigonometri sinx = sina, cosx = cosa dan
tan x = tan a, perhatikan tanda (positif atau negatif) untuk sin x, cos x, tan x pada
tiap kuadran dan sudut berelasi pada kuadran masing-masing.

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DI
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Menentukan penyelesaian persamaan trigonometri dasar

a.

sinx = sina®
Nilai sinus suatu sudut positif di kuadran 1 dan 2 sehingga untuk
persamaan sin x = sin a® penyelesaiannya adalah:
_(a°+k.360°————————— (Kuadran 1)
x= { (180 — @)° + k.360° — — — — — (Kuadran 2)
Ccosx = cos a®
Nilai cosinus suatu sudut positif di kuadran 1 dan 4 sehingga untuk
persamaan cos x = cos a° penyelesaiannya adalah:
_(a°+k.360°————————— (Kuadran 1)
x= { (—a)°+ k.360° — — — — — — — (Kuadran 4)
tanx = tan a®
Nilai tangen suatu sudut positif di kuadran 1 dan 3 sehingga untuk
persamaan cos x = cos a° penyelesaiannya adalah:
x=a°+k.180°——— — — — (Kuadran 1 dan 3)

Begitu pula untuk bentuk sudut dalam radian.
sinx = sina

(a+tk2Zm————————— (Kuadran 1)
x= { (m—a)+k2m——————— (Kuadran 2)
COSX = COS
(a+k2m————————— (Kuadran 1)
x= { (—a)+k2m———————— (Kuadran 4)

x=a+knr——————— (Kuadran 1 dan 3)

Agar lebih jelas, coba Ananda simak contoh berikut.

Contoh 1:

Tentukan akar-akar dari persamaan trigonometri berikut kemudian tuliskan
himpunan penyelesaiannya.

sinx = sin70°,0° < x < 360°

cosx = cos 60°,0° < x < 360°

tanx = tan 20°,0° < x < 360°

. .2
sin 2x = smgn,O <x<2m

1.

A

1
cos3x = cosEn,O <x<m

tan2x—tan§n= 0,0<x<2m

Alternatif penyelesaian:

sinx =sin70°,0° < x < 360°

x, =70°

x, = (180 — 70)° = 110°

Jadi himpunan penyelesaiannya adalah {70°, 110°}

1.

2.

cosx = cos 60°,0° < x < 360°

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 9



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.1

x; = 60°
x, = —60° + 360° = 300°
Jadi himpunan penyelesaiannya adalah {60°,300°}

3. tanx = tan 20°,0° < x < 360°
x = 20° + k.180°
Untuk k = 0 diperoleh x; = 20°
Untuk k = 1 diperoleh x, = 20° + 180° = 200°
Jadi himpunan penyelesaiannya adalah {20°, 200°}

. .2
4, sin2x = sm;n,O <x<2m

a.

2x=§n+k.2n

x=§7t+k.7r

untuk k = 0 diperoleh x; = %n
untuk k = 1 diperoleh x, = %n +m= %n

2x = (n—%n)+k.2n

=_m+k
X 677,' T

untuk k = 0 diperoleh x; = %n

untuk k = 1 diperoleh x, = %n
Dari pengerjaan di atas diperoleh himpunan penyelesaiannya yaitu

1 1 7 4
-T,=-T,-T,-T
6 '3 6 '3

1
5. cos3x = cos;n,O <x<m

a.

3x=%n+kln
ik’
x—6T[ .37'[

untuk k = 0 diperoleh x; = %n
untuk k = 1 diperoleh x, = %n

3x=—%n+k.2n
= ! + k
X = 67‘[ .37‘[

untuk k = 1 diperoleh x; = %n
Dari pengerjaan di atas diperoleh himpunan penyelesaiannya yaitu

1 1 5
-T,=T,~T
6’26

6. tan2x—tan§ﬂ= 0,0<x<2m

tan2x = tangn,O <x<2m

1
2x =-m+k.
X =37 s

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 10
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—Cnks
X—6T[ .271'

untuk k = 0 diperoleh x; = %n
untuk k = 1 diperoleh x, = gn

Himpunan penyelesaian dari persamaan di atas adalah {% T, 2 n}

Contoh 2:

Tentukan akar-akar dari persamaan trigonometri berikut kemudian tuliskan
himpunan penyelesaiannya.

1. 2cosx —v/3=0,0° < x < 360°

2. sin(x —30°) = 2v3,0° < x < 360°

3. V3sinx = cosx,0° < x < 360°

Alternatif Penyelesaian:
1. 2cosx—V3=10,0°<x < 360°

2cosx =3
1

cosx = E\/§
a. x =30°+k.360°
untuk k = 0 diperoleh x; = 30°
b. x = —30°+ k.360°
untuk k = 1 diperoleh x, = 330°
Himpunan penyelesaiannya adalah {30°,330°}

2. sin(x — 30°) = §\/§, 0° < x < 360°

1
sin(x — 30°) = =3 = sin 60°
2

a. (x—30°) =60°+k.360°
x =90° + k.360°
untuk k = 0 diperoleh x; = 90°
b. (x —30°) = (180° — 60°) + k.360°
(x —30°) = 120° + k.360°
x = 150° + k.360°
untuk k = 0 diperoleh x, = 150°
Jadi himpunan penyelesaiannya adalah {90°,150°}

3. V3sinx = cosx,0° < x < 360°

V3sinx = cosx
sinx cosx

COoS x COS Xx

\/§tanx =1

1 1
tanx = —==13
V3 3

tanx = tan 30°
x = 30°+ k.180°
untuk k = 0 diperoleh x; = 30°
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untuk k = 1 diperoleh x, = 210°
Jadi himpunan penyelesaiannya adalah {30°,210°}

Kita sudah bahas persamaan trigonometri untuk bentuk:

. Sinx = sina

. COSX = Ccosa

.tanx =tana

. sinx = k, k sebuah konstanta

. cos x = k, k sebuah konstanta

. tanx = k, k sebuah konstanta

Bagaimana jika salah satu dari ruas kiri maupun ruas kanan bernilai negatif?
Kita akan coba bahas contoh berikut.

UL A WN -

Contoh 3:
sin 2x = —%\/§,O <x<2m

Penyelesaian: Nilai sinus suatu sudut negatif berarti
sudutnya berada di kuadran III dan [V

1
sin 2x = —E\/g
(Ingat, %\/g = singn )

Kuadran III 2x = (n + gn) + k.2m
2x = gn + k.2
X = gn +k.m
untuk k = 0 diperoleh x; = gn
untuk k = 1 diperoleh x, = gn
Kuadran IV 2x = —%n + k.2m
x = —%n +k.m
untuk k = 1 diperoleh x; = gn
untuk k = 2 diperoleh x, = %T[

Sehingga himpunan penyelesaiannya adalah {% T, g T, g T, % n}
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C. Rangkuman
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D. Latihan Soal

Latihan Soal Bentuk Essay
Tentukan himpunan penyelesaian dari setiap persamaan berikut.

=

tan(2x — 35°) =1, 0° < x < 360°

2. tan(3a — 15°) = —1,0° < a < 180°
3,
4usm8x—3W)=—§0°SxS1&P

2cos(2x—§)—x/§=0,0£x£2n

Latihan Soal Bentuk Pilihan Ganda
Pilihlah satu jawaban yang paling benar.

1.

MO W

w

S 0w >N

SO wmx

S 0w > &

Jika sin x = sin p, maka salah satu penyelesaian persamaan tersebut
adalah x = ....

p + km, k € bilangan bulat

—p + km, k € bilangan bulat

p + k.2m, k € bilangan bulat

(180° + p) + k. 2m, k € bilangan bulat

(180° — p) + k. 2m, k € bilangan bulat

Himpunan penyelesaian dari 2 sin x —v/3 = 0 untuk 0 < x < 27 adalah ....

Gmam)
)
{
{

Yang bukan penyelesaian dari persamaan sin 3x = 0 untuk 0° < x < 360°
adalah ....

00

60°

120°

240°

E. 270°

Himpunan penyelesaian dari persamaan tan 3x — tangn = (0 adalah ...
{x x = %(4 + 3k),k € bulat}

{x x = —g(4 +3k),k € bulat}

{x X = 4?11_'_ k.t k € bulat}

{x X = 4?”+ k.t k € bulat}

E. {x|x = 4?” + k.g,k € bulat}
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5. Himpunan penyelesaian dari persamaan sin(x — 60°) = cos 2x untuk 0° <
x < 360° adalah ....
A. {70°,170°,210°,250°}
B. {70°,190°,210°,250°}
C. {50°,190°,250° 290°}
D. {50°,170°,210°,290°}
E. {50°,170°, 250° 290°}

1
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Kunci Jawaban dan Pembahasan

Kunci Jawaban Soal Latihan Bentuk Essay

1. tan(2x —35°) =1,0° < x < 360°
(SKOR MAKSIMUM 10)
2x — 35° = 45° + k. 180°
2x = 80° + k.180°
x = 40° + k.90° (untuk k bilangan bulat)
x; = 40°
X, = 40° + 90° = 130°
x3 = 40° + 180° = 220°
x4 = 40° 4+ 270° = 310°
HP = {40°,130°,220°,310°}

2. tan(3a —15°) = —1,0° < a < 180°
(SKOR MAKSIMUM 10)
(3a — 15°) = 135° + k.180°
3a = 150° + k.180°
a =50°+ k.60°
a; = 50°
a, = 50°+60° = 110°
az = 50°+ 120° =170°
HP = {60°, 110°, 170°}

3. 2cos(2x—§)—\/§= 0,0<x<2m
(SKOR MAKSIMUM 15)
T
2cos(2x—§) =1\/§
T
cos (Zx — §) ==+3
Kosinus Positif di Kuadran I

T T
2x —==—+k.21

3 6
2x—z+z+k2n

3 6 '

T
2X=E+k.2ﬂ
Sy
x—4 T
—E+O7r—E
x1—4 =g
_n+1 _57‘[
x2—4 7T—4

Kosinus Positif di Kuadran IV
T T
2x ——=——+ k.27

3 6
2x—z+k 21
== ]
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T
x=—+km

12
—£+On—£
BERTUTTR
_ n+1 _1371
=1 ;r_ 12
w w 5m 13m
HP‘{E’Z'T’?}

4. sin(3x —30°) = —=,0° < x < 180°
(SKOR MAKSIMUM 15)
Nilai sinus negatif di kuadran III dan IV
Kuadran III
3x —30° = 240° + k.360°
3x = 270° + k.360°
x =90°+k.120°
x1 = 90°
Kuadran IV
3x —30° = 300° + k.360°
3x = 330° + k.360°
x =110° + k.120°
x =110°+ 0.120° = 110°
HP ={90°, 110°}

Kunci Jawaban Soal Bentuk Pilihan Ganda

1. Kunci:C

Pembahasan

sinx = sinp

x=p+k2ndanx = (m—p) + k.2m
2. Kunci: E

2sinx —v3 =0untuk 0 < x < 27
1
sinx=5\/§

Kuadran I:

= k2
x—3 L LT

= 402m=2
X, = 3 21 = 3
Kuadran II:
xz(n—z)+k.2n
3

21
x=?+k.2n

_27T+02 _27‘[
x2—3 LT = 3

=i e
3. Kunci: E
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sin3x =0
3x = k.360°
x =k.120°
x, = 0°

x, = 120°
x3 = 240°
sin3x =0

3x = 180° + k.360°

x =60°+k.120°

x4 = 60°

x5 = 180°

xg = 300°

Jadi yang tidak memenuhi adalah 270°.
4. Kunci: A

Pembahasan:

4
tan 3x — tangn =0

tan 3x = tangn

4
3x=§n+k.n

4 1

X=§7T+k.§7'[

T
X—§(4+3k)

5. Kunci: D
Pembahasan:
sin(x — 60°) = cos 2x untuk 0° < x < 360°
sin(x — 60°) = cos(90° — (x — 60°))
sin(x — 60°) = cos(150° — x)
cos(150° — x) = cos 2x

2x = 150° — x + k.360°
3x = 150° + k.360°
x = 50°+ k.120°

xl = 500
x, = 170°
x; = 290°

2x = —(150° — x) + k. 360°
2x = x — 150° + k. 360°

x = —150° + k. 360°

x, = 210°

HP= {50°, 170°,210°,290°}
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E. Penilaian Diri

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut dengan jujur dan bertanggungjawab!

No. Pertanyaan Jawaban

1 Apakah ananda dapat menentukan himpunan ® Ya @ Tidak
penyelesaian persamaan trigonometri sinx = k?

2 Apakah ananda dapat menentukan himpunan ® Ya © Tidak
penyelesaian persamaan trigonometri cos x = k?

3 Apakah ananda dapat menentukan himpunan ® Ya @ Tidak
penyelesaian persamaan trigonometri tan x = k?
Apakah ananda dapat menentukan himpunan .

4 | penyelesaian persamaan trigonometri dasar untuk ® Ya @ Tidak
interval dalam bentuk radian?

5 Apakah ananda dapat menentukan himpunan ® Ya @ Tidak
penyelesaian persamaan trigonometri sinax = k?

6 Apakah ananda dapat menentukan himpunan ® Ya @ Tidak
penyelesaian persamaan trigonometri cos ax = k?

v Apakah ananda dapat menentukan himpunan ® Ya @ Tidak
penyelesaian persamaan trigonometri tan ax = k?

Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan riview pembelajaran, terutama
pada bagian yang masih "Tidak"

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 20



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.1

KEGIATAN PEMBELAJARAN 2

Persamaan Trigonometri Bentuk Kuadrat

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah mempelajari materi ini, diharapkan Ananda dapat menentukan himpunan
penyelesaian persamaan trigonometri berbentuk Ax? + Bx + C = 0,4 # 0.

B. Uraian Materi

Persamaan trigonometri terkadang ada yang berbentuk persamaan kuadrat, atau
mengharuskan kita untuk mengubah bentuknya menjadi persamaan kuadrat sehingga
penyelesaian bisa kita peroleh dengan menggunakan aturan dalam persamaan kuadrat.
Pengubahan bentuk persamaan trigonometri ke bentuk persamaan kuadrat
trigonometri memerlukan wawasan Ananda tentang identitas trigonometri seperti
misalnya:
sin® x+cos*x =1
1+tan® x =sec’ x
Jika ada kata persamaan kuadrat, tentu saja diperlukan kompetensi untuk menentukan
akar-akar persamaan kuadrat tersebut, misalnya dengan pemfaktoran maupun
melengkapkan kuadrat sempurna.
Perlu diingat pula rentang nilai untuk sinus dan cosinus adalah:
—1<sina<1
—1<cosa<1

Agar lebih jelas, cermati beberapa contoh berikut.

Contoh 1:
Tentukan himpunan penyelesaian untuk cos® Xx—Cc0sX—2 =0 untuk 0° < x < 360°

Alternatif penyelesaian:
Misal p = cosx

cos’x—cosx—2=0

p?—p—2=0

p-2)p+1)=0 Ingat, nilai —1 < cosx < 1
pp = 2ataup, = -1

cosx = 2ataucosx = —1 7

(cos x = 2 tidak memenuhi)

Sehingga cosx = -1

x = 180° + k.360°
diperoleh nilai x = 180° atau himpunan penyelesaiannya {180°}

Contoh 2:
2—-2c0s* @ =sina untuk 0° < a < 360°

Alternatif penyelesaian:

2-2cos’ o =sina " \
) . sin® Xx+cos” x=1
2(1-cos” a)=sina
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2sin’ a =sina
2sin’ a —sina =0
sina(2sina-1)=0
sina = 0 atau sina = %
a. sihna=0
a=0°+k.360°
untuk k = 0 diperoleh a; = 0°
untuk k = 1 diperoleh a, = 360°
a = 180°+ k.360°
untuk k = 0 diperoleh a; = 180°
b. sina =

SNk

I a =30°+ k.360°
untuk k = 0 diperoleh a, = 30°
Kuadran II a = (180° — 30°) + k.360°
a = 150° + k.360°
untuk k = 0 diperoleh a5 = 150°
Himpunan penyelesaian dari persamaan di atas adalah {0°,30°,150°,180°,360°}

Kuadra

C. Rangkuman

/Hal yang harus diperhatikan dalam mencari solusi persamaan trigonometri\
berbentuk Ax? + Bx+ C =0
1. Rentang nilai sinus dan kosinus:
—1<sina<1
—1<cosa<l
2. Identitas trigonometri yang membantu penyelesaian

=2 2
sin“ x+cos x=1

K 1+tan® x =sec’ x /

1
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E. Latihan Soal

Latihan Soal Bentuk Essay

Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan trigonometri berikut.
1. 2sin?2x-7sin2x+3=0,0 < x < 2m

2. 4cos’ x—4cosx—3=0,-180° < x < 180°

3. 2sin®x-9cosx+3=0,0° < x < 360°

4. 2sin®*x+3cosx=0,0° < x < 360°

Latihan Soal Bentuk Pilihan Ganda
Pilihlah jawaban yang tepat.

1. Jika tan? x—tan x—6 =0 untuk 0 < x < 7, maka nilai sin x adalah ....
3410 25
A )
o 2
10 ’ 5
(20T 28
10 ' 5
(s
10’ 5
{@ ig}

m o 0

10’ 5

2. Semua solusi real dari persamaan c0s® X +cosXx—2 =0 adalah ...
A. 2nk,k € Bulat
§+ 2nk, k € Bulat

—§+ 21k, k € Bulat
§+ 21k, k € Bulat
%ﬂ + 2k, k € Bulat

m o0 W

3. Nilai sinx dari 2sin® X+5sin x—3=0 yang memenuhi untuk —% <x< %adalah

A —%x/?
B. —2

1 2
c. L

2
D. %\/E
E. §\/§

4. Berikut adalah himpunan penyelesaian persamaan kuadrat trigonometri
2sin?2x-7sin2x+3=0, 0 < x < 2m, kecuali ...

T
%2

T

B. —
£1;2

T

C. —
13

T

D. —
17

T

E. —
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5. Himpunan penyelesaian dari persamaan 2sin® x—9cosx+3=0 untuk 0° < x <
360° adalah ....
A. {30°,60°}
B. {30°,300°}
C. {30°330°%}
D. {60°300°}
E. {60°330°}

1
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Kunci Jawaban dan Pembahasan

Pembahasan Latihan Soal Bentuk Essay
1. 2sin®2x-7sin2x+3=0,0<x < 2n
(SKOR MAKSIMUM 10)
Misalkan y = sin 2x
2y2—7y+3=0
@y -Dy-3)=0
y=jatauy = 3 tidak memenuhi karena nilai sinus berkisar dari —1 sampai 1
y = 3 tidak memenuhi karena nilai sinus berkisar dari —1 sampai 1

sin2x = —
2x=%+k.2n ....... (Kuadran I)
T
=—+k
X 1;[+ 3
x1=ﬁ+0n—ﬁ
_T[+1 _13n
RERTETTT
2x=(n—%)+k.27r ....... (Kuadran II)
5
2x=?+k2n
o ok
X =— T
1
—g +0 _>
BERTUTT
TL’+1 _17n
TR T ETETR

m 5w 13w 17w
HP: {_J_I_I_}
127127 12 1

2. 4cos’x—4cosx—3=0,-180° < x < 180°
(SKOR MAKSIMUM 10)
Misal p = cosx
4p? —4p—-3=0
(2p +11)(2p — 3)3= 0

pz—gataup=5

p=3 tidak memenuhi karena nilai sinus berkisar dari —1 sampai 1

cosx = —%

x = (180° — 60°) + k.360° .......... (Kuadran II)
x =120° + k.360°

xq, = 120°+ 0.360° = 120°

x = (180° + 60°) + k.360° ........... (Kuadran III)
x = (240°) + k.360°

Xy = 240° 4+ (—1).360° = —120°

HP = {—120°,120°}

3. 2sin®x—-9cosx+3=0,0° < x < 360°
(SKOR MAKSIMUM 15)
2(1 —cos?x) —9¢cosx+3 =0 ccoerrrrrrnen. (substitusi sin? x = 1 — cos? x)
2—2cos’x—9cosx+3=0
—2cos?x—9cosx+5=0
2cos’x+9cosx—5=0
Misal p = cosx
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2p2+9p—-5=0
@p-DP+5)=0
p =zataup = =5

p = —5 tidak memenuhi

1
p=3

1

cosx ==
x =60°+k.360° ..o (Kuadran I)
x1 = 60°
x =—60°+k.360° ............. (Kuadran IV)
x, = 300°

HP = {60°,300°}

4, 2sin®x+3cosx=0,0° < x < 360°

2—2cos?x+3cosx=0
—2cos’x+3cosx+2=0
2cos?x—3cosx—2=0
Misal y = cosx
2y2—-3y—-2=0
Cy+Dly-2)=0

y = —%atauyz 2

y = 2 tidak memenubhi

1
Ccosx = —=
2
1
cosx = —-
x = (180° — 60°) + k.360° ........... (Kuadran II)

x = 120° + k.360°
x, = 120° + 0.360° = 120°

x = (180° + 60°) + k.360° ........... (Kuadran III)

x = (240°) + k.360°
X, = 240°+ (—=1).360° = —120°

HP = {—120°,120°}

Pembahasan Latihan Soal Bentuk Pilihan Ganda
1. Kunci:A
Pembahasan
tan’ x—tanXx—6=0 untuk 0 < x < 7
(tanx — 3)(tanx +2) =0

tanx = 3atautanx = —2
tanx = 3
; 3 3 10
A/ siny =—=—+
1

(SKOR MAKSIMUM 10)
2(1 —cos?x) +3c0SX =0 ooererrrrrrveererrenane (substitusi sin? x = 1 — cos? x)
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tanx = —2,0 < x < m, ada di kuadran I dan II
Nilai tan x negatif berarti ada di kuadran II, nilai sin x di

V5 2 | kuadran II positif
2 3
sinx = —==+5
V5 5
1
2. Kunci: A

cos? X+cosx—2=0

(cosx +2)(cosx—1) =0
cosx =1

x =0+ k.2n = 2k, k € Bulat

3. Kunci: C
2sin®x + 5sinx —3 = 0,—%<x<%
(2sinx —1)(sinx+3) =0
sinx = % sinx = —3 tidak memenuhi

4. Kunci: C
2sin®2x—7sin2x+3=0,0 < x < 27
Misal p = sin 2x
2p2—7p+3=0
2p-DP-3)=0
p= %atau p = 3 (tidak memenubhi)

sin2x=%
2x=%+k.2n ..................... (Kuadran I)
x=—+km

1% -
xl__+0. =
2Tt T E Ty
2x=(n—%)+k.2n ..................... (Kuadran II)
2x=(5§)+k 2T

5T
x—(51—2)+k7r 5

T T
X1—§+0 —g

Vs Vs
SR ANET)

T 5m 13w 177
HP = {2

Jadi ?—Z tidak ada pada himpunan penyelesaian

5. Kunci: D
2sin® x—9cosx+3=0 untuk 0° < x < 360°
2(1 —cos2x) —9¢cosx+3 =0 wcrrrrrrrrrern. (substitusi sin? x = 1 — cos? x)

—2cos’x—9cosx+5=0
2cos’x+9cosx—5=0
Misal y = cosx
2y24+9y—-5=0
QRy-D@+5 =0
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y = % atau y = —5 (tidak memenuhi)

x =60°+k.360° ...coceene (Kuadran I)

x; = 60°

x =—60°+k.360° ............... (Kuadran IV)
x, = 300°

HP = {60°,300°}
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F. Penilaian Diri

Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut dengan jujur dan bertanggungjawab!

No. Pertanyaan Jawaban

Apakah ananda dapat menentukan pemfaktoran @ Ya @ Tidak
persamaan kuadrat trigonometri?

Apakah ananda dapat menentukan himpunan

2 | persamaan kuadrat trigonometri dalam rentang
derajat?

Apakah ananda dapat menentukan himpunan

3 | persamaan kuadrat trigonometri dalam rentang
radian?

® Ya @ Tidak

® Ya @ Tidak

Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan riview pembelajaran, terutama pada
bagian yang masih "Tidak"
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EVALUASI

1. Manakah di bawah ini yang bukan merupakan solusi dari 2sin® x—1=0?

A. 425°
B. 585°
C. 225°
D. 135°
E. 45°
2. Himpunan penyelesaian dari 2 sinx = 1 untuk 0° < x < 360° adalah ...
A. {60°}
B. {60°,120°}
C. {60°,150°}
D. {30°,150°}
E. {30°,150°210°}

3. Penyelesaian dari cos(40° + x) + sin(40° + x) = 0 untuk 0° < x < 360° adalah ....
x = 45°dan x = 135°

x = —95°dan x = 275°

x =95°dan x = 275°

x = 5°dan x = 95°

x = 85°dan x = 5°

Mmoo wR

4. Himpunan penyelesaian dari 6 sin(2x + 60°) = 3 untuk 0° < x < 180° adalah ....
A. {30°150°}
B. {45°165°
C. {15°150°}
D. {30°60°}
E. {120°135°}

5. Himpunan penyelesaian dari sin(x — 75°) = %\/5 dengan 0° < x < 360° adalah ....
A. {60°135°)
B. {60° 195
C. {135°,195°%
D. {135°,315°%
E. {195°315°}

6. Dibawah ini adalah himpunan penyelesaian dari persamaan cos 2x = % untuk 0 <
x < 2m, kecuali ....

A —m
56
B. -m
%
C. -m
2
D. -m
%
E. —m

1
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7. Berikut adalah salah satu penyelesaian persamaan sin 3x = % untuk 0° < x <
360°, kecuali ....

A. 290°
B. 250°
C. 130°
D. 40°
E. 10°

8. Himpunan penyelesaian dari 25in” X +3¢0s X = 0 untuk 0° < x < 360° adalah ....
{60°,120°}

{30°,150°}

{120°,240°}

{150°,210°}

{240°,300°}

Mo OwR>

9. Himpunan penyelesaian dari persamaan 4sin® x—5sin X —2 = 2¢0s” X untuk 0 <
x < 2m adalah ...

v
cx

{511 771}
6’6

t
—~
o ld
N
o3
——

10. Diketahui persamaan 2¢0S° X—5c0sX+2=0 pada 0 < x < % himpunan
penyelesaian sin x yang memenuhi adalah ....

A 0
B. {0}
¢ {3}
p. {2v2}
E. {2v3]

1
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Kunci Jawaban Evaluasi

1. A
2. B
3. C
4. B
5 C
6. A
7. A
8. C
9. B
10. E

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 32



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.1

DAFTAR PUSTAKA

B.K. Noormandiri, 2019. Matematika untuk SMA/MA Kelas XI Kelompok Matematika dan

IImu Pengetahuan Alam, Jakarta : Erlangga.
Sembiring, S. 2007. 1700 Soal Bimbingan Pemantapan Matematika SMA/MA. Badung :

Yrama Widya.
Sukino. 2016. Matematika untuk SMA/MA Kelas XI Kelompok Peminatan Matematika dan

IImu-Ilmu Alam. Jakarta : Erlangga.

e ——
33

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN



KEMENTERIAN PENDIDIKAN DAN KEBUDAYAAN

‘ DIREKTORAT JENDERAL PENDIDIKAN ANAK USIA DINI, W =
. PENDIDIKAN DASAR DAN PENDIDIKAN MENENGAH
J

IIE"

DIREKTORAT SEKOLAH MENENGAH ATAS Hﬂ&, KORUPST
2020 — ZweK
=
Modul Pembelajaran SMA
‘ iy
B ' !
i
A i
=2 | | 7S
"'. b 3 W —
¢ {
:
ST

KELAS

XI




Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.2
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GLOSARIUM

Trigonometri : sebuah cabang matematika yang mempelajari
hubungan yang meliputi panjang dan sudut segitiga

Identitas trigonometri : sebuah relasi atau kalimat terbuka yang bisa memuat
fungsi-fungsi trigonometri dan juga bernilai benar
untuk setiap penggantian variabel secara konstan
anggota domain fungsinya

Persamaan trigonometri : persamaan yang mengandung perbandingan antara
sudut trigonometri dalam bentuk x

Sinus : perbandingan sisi segitiga yang ada di depan sudut
dengan sisi miring (dengan catatan bahwa segitiga itu
adalah segitiga siku-siku atau salah satu sudut segitiga
itu 90°)

Cosinus : perbandingan sisi segitiga yang terletak di sudut
dengan sisi miring (dengan catatan bahwa segitiga itu
adalah segitiga siku-siku atau salah satu sudut segitiga
itu 90°)

Tangen : perbandingan sisi segitiga yang ada di depan sudut
dengan sisi segitiga yang terletak di sudut (dengan
catatan bahwa segitiga itu adalah segitiga siku-siku
atau salah satu sudut segitiga itu 90°)
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PETA KONSEP

TRIGONOMETRI

PERKALIAN,
PENJUMLAHAN DAN
PENGURANGAN
SINUS DAN COSINUS

PERBANDINGAN
TRIGONOMETRI
(MATERI SYARAT)

JUMLAH DAN SELISIH TRIGONOMETRI
DUA SUDUT SUDUT RANGKAP

IDENTITAS
TRIGONOMETRI
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PENDAHULUAN
A. Identitas Modul
Mata Pelajaran : Matematika Peminatan
Kelas : XI
Alokasi Waktu : 14 P
Judul Modul : Rumus Jumlah dan Selisih Sinus dan Cosinus
B. Kompetensi Dasar
3.2 Membedakan penggunaan jumlah dan selisih sinus dan cosinus

4.2 Menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan rumus jumlah dan selisih sinus dan
cosinus

C. Deskripsi Singkat Materi

Trigonometri (berasal dari bahasa Yunani yaitu, trigonon = tiga sudut dan metro =
mengukur) adalah sebuah cabang matematikayang berhadapan dengan sudut segi
tiga dan fungsi trigonometrik seperti sinus, cosinus dan tangen. Trigonometri memiliki
hubungan dengan geometri, meskipun ada ketidaksetujuan tentang apa hubungannya; bagi
beberapa orang, trigonometri adalah bagian dari geometri. Sulit ditelusur siapa yang
pertama kali mengklaim penemu ilmu ini, yang pasti ilmu ini sudah ada sejak jaman Mesir
dan Babilonia 3000 tahun lampau.

[Imuwan Yunani di masa Helenistik, Hipparchus (190 SM - 120 SM) diyakini adalah
orang yang pertama kali menemukan teori tentang tigonometri dari keingintahuannya
akan dunia. Adapun rumusan sinus, cosinus juga tangen diformulasikan oleh Surya
Siddhanta, ilmuwan India yang dipercaya hidup sekitar abad 3 SM. Selebihnya teori tentang
Trigonometri disempurnakan oleh ilmuwan-ilmuwan lain di jaman berikutnya.
Trigonometri hanya mempelajari sisi-sisi dan sudut pada segitiga terutama segitiga siku-
siku. Materi trigonometri sebenarnya termasuk matematika terapan yang umumnya
berguna dibidang navigasi, konstuksi, dan surveying lahan tanah.

Aplikasi trigonometri yang paling sederhana adalah mengukur luas atau keliling
tanah. Lebih jauh lagi adalah penentuan koordinat titik simpul dalam metoda elemen
hingga untuk analisis dinamik pada jembatan non standar.

Adapun pemanfaatan trigonometri dalam kehidupan sehari-hari, antara lain:

1. Untuk menghitung sudut serang (angle of attack) yang paling optimal dari suatu
peluncur senjata agar mampu melontarkan projektil sejauh mungkin.

2. Menentukan berapa gradient tertinggi dari suatu tanjakan dijalan umum dipe
gunungan, agar semua kendaraan (terutama sedan, dengan panjang sumbu badan yang
tinggi, tetapi, ketinggian as roda rendah) dapat melewatinya dengan selamat,

3.  Untuk menghitung berapa "lift force" suatu sayap profil pesawat, dengan kecepatan
tertentu, yang tidak boleh dilewati. Bila nilai ini dilewati, maka pesawat akan
mengalami stall (jatuh karena tidak memiliki daya angkat), khususnya perhitungan ini
diperlukan pada pesawat pemburu.

4. Pada olah gerak teknis kapal selam dibawah air, dengan mengetahui sudut hidroplane
depan dan belakang, menginterpolarisasikannya dengan kecepatan kapal, kita lalu
dapat memperkirakan berapa kita harus mengisi compensating tank agar kapal
welltrimm pada kecepatan tersebut.
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5. Pada pengukuran ketinggian / kontur tanah, dengan mengetahui jarak tiang pengukur
yang satu terhadap yang lain, dan beda ketinggian antara dua tempat tiang pengukur,
maka kita akan dapat mengetahui berapa gradien kenaikan tanah yang kita ukur.
Mengukur luas atau keliling tanah.

7. Lebih jauh lagi adalah penentuan koordinat titik simpul dalam metoda elemen hingga
untuk analisis dinamik pada jembatan non standar.

8. Kalau menjadi TNI, kita harus bisa menentukan titik-titik koordinat dimana
kita berada dengan menggunakan grafik dan sudut-sudut trigonometri.

9. Matematikawan India adalah perintis penghitungan variabel aljabar yang digunakan
untuk menghitung astronomi dan juga trigonometri.

10. Lagadha adalah matematikawan yang dikenal sampai sekarang yang menggunakan
geometri dan trigonometri untuk penghitungan astronomi dalam bukunya Vedanga,
Jyotisha, yang sebagian besar hasil kerjanya hancur oleh penjajah India.

11. Matematikawan Yunani Hipparchus sekitar 150 SM menyusun tabel trigonometri
untuk menyelesaikan segi tiga.

12. Matematikawan Yunani lainnya, Ptolemy sekitar tahun 100 mengembangkan
penghitungan trigonometri lebih lanjut.

o

Pada modul ini kita akan mempelajari trigonometri lanjutan. Ananda tentu masih ingat
dengan pelajaran trigonometri di kelas X yang mempelajari tentang perbandingan
trigonometri. Nahhh materi tersebut jangan dilupakan yaaa, sebab materi tersebut
merupakan salah satu prasyarat untuk memahami modul ini. Yuk ah gak usah takut dengan
trigonometri, kita belajar bertahap selangkah demi selangkah yaa..

D. Petunjuk Penggunaan Modul
Sebelum Ananda membaca isi modul, terlebih dahulu membaca petunjuk khusus
dalam penggunaan modul agar memperoleh hasil yang optimal.

1. Sebelum memulai menggunakan modul, mari berdoa kepada Tuhan yang Maha Esa
agar diberikan kemudahan dalam memahami materi ini dan dapat mengamalkan
dalam kehidupan sehari-hari.

2. Sebaiknya Ananda mulai membaca dari pendahuluan, kegiatan pembelajaran,
rangkuman, hingga daftar pustaka secara berurutan.

3. Setiap akhir kegiatan pembelajaran, Ananda mengerjakan latihan soal dengan jujur
tanpa melihat uraian materi.

4. Ananda dikatakan tuntas apabila dalam mengerjakan latihan soal memperoleh nilai >
75 sehingga dapat melanjutkan ke materi selanjutnya.

5. Jika Ananda memperoleh nilai < 75 maka Ananda harus mengulangi materi pada
modul ini dan mengerjakan kembali latihan soal yang ada.

E. Materi Pembelajaran

Modul ini terbagi menjadi 3 kegiatan pembelajaran dan di dalamnya terdapat uraian
materi, contoh soal, soal latihan dan soal evaluasi.

Pertama : Rumus Jumlah dan Selisih Dua Sudut (4 JP)
Kedua : Rumus Trigonometri Sudut Rangkap (4 JP)

Ketiga  : Rumus Perkalian, Penjumlahan dan Pengurangan Sinus dan Cosinus (4 JP)
dan Membuktikan Identitas Trigonometri (2 JP)
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 1

Rumus Jumlah dan Selisih Dua Sudut

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 1 ini diharapkan Ananda dapat menggunakan rumus
jumlah dan selisih sinus, cosinus atau tangen untuk menentukan nilai dari sudut sinus,
cosinus maupun tangen dan kebalikannya yang tidak istimewa dan dapat
menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan hal tersebut.

B. Uraian Materi

Pada kegiatan pembelajaran pertama, kita akan mencari rumus Jumlah dan Selisih Dua
Sudut dari sinus dan cosinus. Perhatikan penurunannya yaa...

1. Rumus untuk sin (a + ) dan sin (a - B)

Menemukan rumus sin (o + 3) : C
Coba Ananda perhatikan gambar AABC di samping,

¢1B
dengan perbandingan trigonometri diperoleh :

b a

% = cos f§,sehinggaCD= a.cosf ... (1)
% = sin a,sehingga AD = b.sina ... (2)
TD = cos a,sehinggaCD = b.cosa ... (3) [
BD A D

= sin 8, sehinggaBD = a.sinf ....(4)

Agar lebih mudah diingat:
__sisi depan sudut

sisi miring
sisi samping sudut
sisi miring
sisi depan sudut
sisi samping sudut

sin 0

cos 0 =

tan 0 =

Dengan menggunakan persamaan (1) dan (2),

diperoleh :

Luas AADC = % ADxCD = % b.sina. acosP = %ab. sinacos P ... (5)
Dengan menggunakan persamaan (3) dan (4), diperoleh :

Luas ABDC = % BDxCD = % asinx b.cosa = %ab. cosasinf ...(6)
Dari persamaan (5) dan (6) diperoleh Luas AABC adalah :

Luas AABC = Luas AADC + Luas ABDC

1 . 1 :
= Eab.smacosB + Eab.cosocsmﬁ

=%ab(sinacos[3 +cosasinf) ... (7)
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Dengan menggunakan rumus umum luas segitiga, diperoleh Luas AABC :
Luas AABC = ~a b.sin (ot +B) wovrere (8)
Dari persamaan (7) dan (8) diperoleh kesamaan :

%a.b.sin(oc+[3) = %ab(sinacosB +cosasinf)

Atau: sin (a+fB) = sinacosP +cosasinfp

Persamaan di atas merupakan rumus sinus jumlah dua sudut. Adapun rumus sinus
selisih dua sudut dapat diperoleh dengan mensubstitusikan —3 ke dalam f3, sehingga
diperoleh :

sin (a—P) = sin (a0 + (—B)) = sin a cos (—f) + cos a sin (—f)

Karena cos (—p) =cos B dan sin (—f) = —sin 3, maka:

sin (a—P) = sinacosP —cosasinf

Contoh Soal
1. Tanpa menggunakan kalkulator atau tabel trigonometri, hitunglah nilai :
a. sin75°
b. sin15°
Penyelesaian :
a. sin75° = sin (45°+ 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° ain 30°

() () + (VD) - 1 + 1306+ )

2 2 2

b. sin 15° = sin (45°— 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30°

- () E) - (7)) - 16 - 2= 166 - D

2 2 2
2. Hitunglah nilai dari sin 43° cos 13° - cos 43° sin 13°!

Penyelesaian :

sin 43° cos 13° - cos 43° sin 13° = sin (43° - 13°) = sin 30° = %
3. Diketahui sin a =§ dan cos B = 133 (o dan B sudut lancip).

Tentukan nilai sin (o +3) !

Penyelesaian :

sin (o + B) = sin o cos 3 + cos o sin 3
sin a dan cos P telah diketahui, sehingga kita perlu menentukan cos a dan sin 3
terlebih dahulu.

Dari Identitas sinZza + cos?2 a =1, maka sin2a=1-cos2o atau cos2a =1 -sin2a.

+V1 —sin?a .. ( cos a positif untuk a lancip)

=)= 5= 5=
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sinB = +y1—cos?B vvrrrnn (sin B positif untuk f lancip)
52 25 144 12
= 1= (3) =" =i =5
o . : 4\ (5 3\ (12 _ 20 36 _ 56
Jadi, sin (o +pB)=sinacosP+cosasinf = (E)(E) + (E)(E) =t

4. Rumus untuk cos (a + ) dan cos (o - B)

Dengan menggunakan rumus sudut berelasi (pelajaran Trigonometri di kelas X), kita
dapat menemukan rumus cosinus jumlah dua sudut sebagai berikut.

cos o = sin (900 - a), sehingga cos (o + 3) = sin (90° - (o + B))
sin ((90° - o) - B)
sin (90° - a) cos B - cos (900 - a)sinf
cos o cos 3 - sin a sin 3

Jadi, | cos(a+p) = cosacosP - sina sinf

Rumus cosinus selisih dua sudut dapat diperoleh dengan mensubstitusikan - ke
dalam f pada rumus di atas, sehingga diperoleh :

cos (o + (—B)) = cos a cos (—p) - sin a sin (—p)
Karena cos (—p) = cos dan sin (—f) = —sin f, maka:

cos (a-fB) = cosacosP + sinasinf

Contoh Soal

1) Tanpa menggunakan kalkulator atau tabel trigonometri, hitunglah nilai :
a. cos75° b. cos 15°
Penyelesaian :

a. cos 75° = cos (45° + 30°) = cos 45° cos 30° - sin 45° sin 30°

- (B R) - (7)) - 16 - 2= 16 - D

2 2 2

b. cos 15° = cos (45°—30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°

- (EED) + (VD)) - 45 + T30 D

2) Hitunglah nilai dari cos 105° cos 75° + sin 105° sin 75° !
Penyelesaian :

cos 105° cos 75° + sin 105° sin 75° = cos (105° - 75°) = cos 30°= %\/5

3) Diketahui cos a = g dan cos 3 = % (o dan B sudut lancip).
Tentukan nilai cos (o +[3) !
Penyelesaian :
cos (a+B) =cosacosf —sinasin B
cos a dan cos B telah diketahui, sehingga kita perlu menentukan sin o dan sin 8
terlebih dahulu.

Dari Identitas sinZzo + cos?z o =1, maka sin2a =1 - cos?z o

sina = +V1—cos?2a ... ( sin a positif untuk a lancip)
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32 9 16 4

+J1-(3) —\/1‘5—\/;—5

+y1—=coS?B v (sin B positif untuk f lancip)
12)2 144 25 5

-G = 1-5={=5

Jadi, cos(a+p)=cosacosP-sinasinf = (E)(lz)—(f)(s)—ﬁ_ﬂ—ﬂ

5/ \13 5/\13) 65 65 65

sin B

5. Rumus untuk tan (a + ) dan tan (o - )
Menemukan rumus untuk tan (o + ) dan tan (a - B)

Dengan menggunakan rumus sinus dan kosinus untuk jumlah dan selisih dua sudut,
tunjukkan bahwa :

tana + tan tana — tan
o (a = B) = 1-tana tanllg} dan AR (a - '3) = 1+tana tanl;?
Contoh Soal
1. Tanpa menggunakan kalkulator atau tabel trigonometri, hitunglah nilai :
a. tan75° b. tan 15°
Penyelesaian :
tanas® + tan30°  1+3V3  34y3  34y3

a. tan 75° =tan (45° + 30°) =

1-tan45° tan30° 1-()(3V3) T 33 X313
94+6V3 +3 12463
T R ARE

1
tan45° — tan30°  1-3V3 3-V3_ 3-V3
1+tan45° tan30° 1+(1)(§\/§) 3+v3 7 3-43
9-6V3+3 _ 12-6V3

b. tan 15° = tan (45° - 30°) =

9-3 6
2. Diketahui cos A = g dan sin B = —1—3 , dengan A sudut di kuadran I dan B sudut di
kuadran III. Tentukan nilai dari :
tan (A - B)
Penyelesaian :

Untuk A di kuadran [, tan A = % dengan x bernilai positif dan y bernilai positif.

cos A= %, artinya x=4,r=>5,dan y = +V52 — 42 =+/9 = 3, Sehingga tan A = %.

Untuk B di kuadran III, tan B =% dengan x bernilai negatif dany bernilai negatif.

sinB = —1—; artinya y=-15, r=17,dan x=—,/17? — (—15)? = —V64 = —8§,

Sehingga tan B = __—185 =L

.
tanA — tanB 2.5 o 36 36

. _py_tamA-tanB 3~ % _ —3 __ -36_ _ 36
Jadi tan (A -B) 1+tan A tanB 1+G)(§) 32;_;‘5 77 77
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Identitas Trigonometri Dasar

Nah ini catatan rumus biar Ananda ingat yaa
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C. Rangkuman

Berikut adalah rumus-rumus jumlah dan selisih dua sudut:

1+tana tanpf

1. sin(a+p) = sinocosP +cosasinf

2. sin (a—fB) = sinacos P —cos asinf

3. cos (a+B) = cosacosP - sinasinf

4. cos (-P) = cosacosP + sinasinf
_ tana + tanp

5. tan (a+p) = 1-tana tanf

6 tan (a—B) _ tana — tanf

7.

Identitas Dasar:
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D. Latihan Soal

Kerjakan soal-soal berikut ini dengan tepat dan benar.

1.

Tanpa menggunakan kalkulator atau tabel trigonometri, hitunglah nilai :
a. sin 105°
b. sin 195°

. Hitunglah nilai dari sin 42° cos 18° + cos 42° sin 18° !

. Diketahui sina = % dan cosf = % (o dan B sudut lancip).

Tentukan nilai sin (o - ) !

. Tanpa menggunakan kalkulator atau tabel trigonometri, hitunglah nilai :

b. cos 105° b. cos 195°

Hitunglah nilai dari cos 195° cos 75° + sin 195° sin 75° !

Diketahui cos o = % dan cos = 1—; (oo dan B sudut lancip).

Tentukan nilai cos (.- 3) !

cos(A+B)

Buktikan identitas : =
cos A.cos B

1—tanA.tanB

10.Tanpa menggunakan kalkulator atau tabel trigonometri, hitunglah nilai :

a. tan 105° b. tan 165°

11.Diketahui cos A = % dan sin B=— 1—: , dengan A sudut di kuadran I dan B sudut di

kuadran III. Tentukan nilai dari :
tan (A + B)

12. Buktikan identitas : tan(g +x) = —cotan x
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Pembahasan:

Nomor

Pembahasan

Skor

Penyelesaian :
a. sin 105° = sin (45° + 60°) = sin 45° cos 60° + cos 45° sin

60°
(D)) + (D) - 12 +
V6 = 2(V2 + V6)

b. sin 195° = sin (150° + 45°) = sin 150° cos 45° + cos 150°
sin 45°
-QE) + (E)EVD) - 17 + 28

2 2

- 142 + V6)

Penyelesaian :
sin 42° cos 18° + cos 42° sin 18° = sin (42° + 18°) = sin 60° =
Lz

Penyelesaian :

sin (o - ) = sin o cos B - cos a sin 3

sin a dan cos [ telah diketahui, sehingga kita perlu
menentukan cos o dan sin (3 terlebih dahulu.

Dari Identitas sin2a + cos?z o =1, maka sin2oa =1 - cosz a
atau cos?a =1 -sin2a.

cosa = +V1-—sin?a ... ( cos a positif untuk
o lancip)

- - -

SinfB = +y1—cos?2B .. ('sin B positif untuk
B lancip)

2
:+/1_(i) B m_n
13 169 169 13

Jadi, sin (o -p)=sina cosf - cosa sinf

-0E-06)-5-5=-5

15

Penyelesaian :
a. cos 105° = cos (60° +45°) = cos 60° cos 45° —sin 60°
sin 45°

- () + () - 3 -

2 2

V6 =506 - \2)

b. cos 195° = cos (150° + 45°)
= cos 150° cos 45° —sin 150° sin 45°
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- (-1 1 — (Y (2 =16 — 12 = 5
_1( 2\/§)(2\/§) (2)(2\/2) B 4\/— 4\/5_
-, (V6 + 2)
5 Penyelesaian :
cos 195° cos 75° + sin 195° sin 75° = cos (195° - 75°) 5
1
= cos 120°=-=
2
6 Penyelesaian :
cos (o - ) =cosacos P +sinasinf
cos o dan cos B telah diketahui, sehingga kita perlu
menentukan sin a dan sin B terlebih dahulu.
Dari Identitas sinZa + cos? o =1, maka sin? o = 1 - cos?
o}
sinot = +V1—cos?a@  .vveriennen. ( sin a positif untuk
o lancip) 15
3\? 9 16 4
= +J1-(3) —\/1—2—5—\/2:5—3
sinfB = +/1—cos2B v ( sin B positif untuk
B lancip)
12)2 144 25 5
=+ J1-(5) ={1- ==
Jadi, cos (a - ) =cos o cosp +sinasinf
3\ (12 4\ (5 36 , 20 _ 56
-OEEE) —ers-a
7 Penyelesaian :
cos(A+B)  cosAcosB—sinAsinB
cosA.cosB cosA.cosB 10
_ cosAcosB  sinAsinB = 1-tanAtanB
co0SAcosB cosAcosB
8 Penyelesaian :
o _ o oy _ tan60° + tan45° _ 3+1
a. tan 105° = tan (60° + 45°) = ——————= —W)D
_1+/3 143 _ 1+2V3+3
T I e 13
_ 4+2V3 o
o 23 120° 450 10
b. tan 165° = tan (120° + 45°) = — 20 Ftan®s_
1-tan120° tan45
-V3+1 _ 1-y/3 _1-3
1-(—V3)(1) 13 13
_ 1-2V3+3 _ 4-2y3 _
=0 T - et V3
9 Penyelesaian :
Untuk A di kuadran [, tan A = % dengan x bernilai positif
dan y bernilai positif.
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cosA— artinya x = 4 r=5,dan y=+v52 —42 =9 =
3, Sehmgga tan A= Z'
Untuk B di kuadran IIl, tan B = % dengan x bernilai
negatif dany bernilai negatif. 10
sin B = —1—3, artinya y = -15, r = 17, dan x =
-J172 = (-15)2 = \/_——
Sehingga tan B = ﬁ ?.
tanA + tanB i 7ol 84 84
. _ —_4 8 _ _32 _ 5% _ _ 5%
Jaditan (A +B) = 1-tanA tanB 1_(%)(15) B 323‘245 T -137 13
10 Penyelesaian :
tan(z n x) _ sin(:§t+x) _ sin%cos x+C(.Js1ZET.s%'nx _
2 cos(5+x) cos cos x—sinz sin x 10
(1) cos x+(0).sinx
(0)cosx—(1)sinx
CoSs X
=——= —cotanx
—Sinx
TOTAL SKOR 100
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E. Penilaian Diri

[silah oleh Ananda sesuai dengan kenyataannya

Jawaban
No. Pertanyaan
Ya Tidak

Apakah Ananda telah mampu memahami proses
1.

menurunkan rumus-rumus trigonometri ?

Apakah Ananda telah mampu menggunakan rumus-

rumus trigonometri tersebut untuk menyelesaikan
2.

soal yang berkaitan dengan jumlah dan selisih dua

sudut pada sinus dan cosinus?

Apakah Ananda telah mampu membedakan rumus
3. | trigonometri jumlah dan selisih dua sudut antara

sinus dan cosinus?

Jika Jawaban Ananda tidak maka Ananda dapat berdiskusi dengan teman atau guru
matematika Ananda secara daring maupun tatap muka asal tetap memperhatikan protokol

kesehatan yaa...
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 2

Rumus Trigonometri Sudut Rangkap

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 2 ini diharapkan Ananda dapat menggunakan rumus
trigonometri sudut rangkap dan dapat menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan
rumus tersebut.

B. Uraian Materi

1. Rumus Trigonometri Sudut Rangkap (Ganda)

Sudut ganda dari o dinyatakan dengan 2a. Rumus trigonometri sudut rangkap dapat
diperoleh dengan menggunakan rumus trigonometri jumlah dua sudut.

e Rumus sinus sudut rangkap

sin 2o = sin (o + o)
= sin o cos o + cos a sin o
= 2sina cosa

e Rumus kosinus sudut rangkap

cos 2o = cos (o + )
= cosa.cosa — sinasina
cos2qo, - sinZa
dengan menggunakan identitas sin2a + cos? o = 1, kita dapat menemukan
bentuk lain untuk cos 2a. :
cos 20, = cos?2a - sinZza
= cos?a - (1-cosza)
= 2cos?a -1

Atau:
cos 20

cos?a - sinza
= (1-sinza) - sinza
=1 - 2sinzZa
e Rumus tangen sudut rangkap
tan 200 = tan (o + o )

_tana + tana
1-tana tana

_ 2tana
T 1-tan?a
Contoh Soal
1. Sederhanakan bentuk - bentuk di bawah ini !
a. 2sin 22,5° cos 22,5° d. 1-2sin25A
b. 2 cos267,5°-1 e. cos? 3A -sin2 3A
c. 2sin 3A cos 3A f. w
1-tan23a

Penyelesaian :

a. 2sin 22,5° cos 22,5° = sin 2(22,5°) =sin 45° = %\/Z

b. 2c0s267,5°-1= cos 2(67,5°) = cos 135° = —%\/7
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c. 2sin 3A cos 3A = sin 2(3A) = sin 6A
d. 1-2sin25A = cos 2(5A) =cos 10A
e. cosz3A-sin23A = cos 2(3A) = cos 6A

2tan3a

———— = tan 2(3a) = tan 6a
1-tan®3a

2. Diketahui sin A = %, dengan A lancip. Hitung nilai sin 24, cos 24, dan tan 2A!

Penyelesaian :

2
. 5 - 5 25 144 12
sinA=— maka cosA = +V1—sin24=+ 1—(—)= 1——=|— ==
13 13 169 169 13

Sehingga :
sin2A=ZSinAcosA=2(%)(%):%

 cos?A — sinz Az (2) _(5)P o 14425 _ 119
cos 2A = cos?A smA—(13) (13) T 169 169 169

. 120
SIN24 _ 1g9 _ 120

cos24 127 119
169

tan 2A =

3. Tunjukkan bahwa :
(sin ® + cos 0)2=1 + sin 20

Penyelesaian :

(sin© + cos )2 = sin20 + 2sin 0 cos 6 + cosz 0
= (sin2 0 + cos20) + 2 sin 0 cos O
=1+ 2sin®

2. Rumus Trigonometri untuk Setengah Sudut

Dari rumus trigonometri sudut ganda, dapat diturunkan rumus trigonometri untuk
. 1 . .
setengah sudut, yaitu dengan menetapkan P sebagai sudut tunggal dan o sebagai

sudut ganda.
e (0s20=1-2sin20
Misalkan 206 = o dan 6 = %, maka: cosa = 1—25in2%

. a 1—cosa . a 1—cosa
sin2 — = = sin—= +
2 2 2 2

e cos20=2cos26 -1

Misalkan 206 = o dan 6 = %, maka: cosa = 2COSZ%— 1

1+cosa a 1+cosa
= cos—=
2 2 2

I+

a
cos2—=
2

o tana_ sin%_ £, 1—c205a -+ 1-cosa N tana_ + 1-cosa
2 cosg_ 4 |Ltcosa T —Al1+cosa 2 —l+cosa
N 2

e Dengan mengalikan ruas kanan pada rumus tangen setengah sudut dengan \/

1+cosa

1+cosa’
diperoleh :

a 1-cosa 14+cosa Vi-cos?a Vsin? a
tan—-= + = =

2 1+cosa 1+cosa v (1+cos a)? " 1+cosa
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sina

a
tan— =
2 1+cosa

e Dengan mengalikan ruas kanan pada rumus tangen setengah sudut dengan /1—222 Z,

diperoleh :
Jl—cosax\/l—cosa _ J(@-cosa)? _ 1-cosa

1+cosa B

tan = = +
2

1-cosa Vi-cos?a VsinZ a

a 1—cosa
tan—= :
2 sina

Contoh Soal

Tanpa menggunakan tabel trigonometri atau kalkulator, hitunglah :
a. sin 22,5°
b. cos 165°
c. tan 67,5°

Penyelesaian :
a. 22,5°= ~(45°).

1-cosa

sin%= + S maka: sin 22,5°= + /ﬁ (+) karena di kuadran I

;1 1V2 2—2 1 /
2 — = Z_»\IZ
= = =

b. 165° == (330°),

a 14+cosa 14cos330° .
cos_ = + o maka : cos 165° = — /T ...... (-) karena di

kuadran II
’1+3\/§ f
= — #: 2+4\/§=% 2+\/§
o l . . a _ sina
c. 67,5°= 5 (135°), dengan menggunakan : tarl2 = Ticosd
sin135° %‘/5 _ \/75 _ V2

maka: tan67,5° =

1+cos 1359 1+(_%\/E) T 2=V2 T 22

2
V2 2+V2 _ 2v2+2 _ 2vV2+2
T 22 24vV2  4-2 2 =V2+1

e
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C. Rangkuman

|
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D. Latihan Soal

1. Sederhanakan bentuk - bentuk di bawah ini !
a. 1-2sin?25A
b. cos2 3A -sin2 3A

2tan3a
" 1-tan?3a

2. Diketahui sin A = g, dengan A lancip. Hitung nilai sin 2A, cos 24, dan tan 2A!

3. Jikatan A =3 dan A di kuadran III, hitunglah nilai sin 24, cos 24, dan tan 2A.

4. Tunjukkan bahwa :
a. (sinB+cosB)2=1+sin 26
b. sin3A=3sinA-4sin3A (petunjuk:nyatakan bahwa 3A = 2A + A)

cos* a—sin* a 4
——— —=cos*a
1-tan*a

5. Jika tan %A= %, A sudut lancip, hitunglah tan A dan tan 2A !
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Pembahasan
Nomor Pembahasan Skor
Penyelesaian :
1-2sin25A = cos 2(5A) = cos 10A >
1 cos2 3A -sin2 3A = cos 2(3A) = cos 6A 5
2tan3a
m = tan 2(3(1) = tan 6 5
Penyelesaian :
2
sin A =§, maka cosA = +V1—sin?4= + /1 - (g) =
h-2. \/1_? _ 4
25 25 5
2 Sehingga :
in2A = 2si 2 (3) (%) = 2 5
sin 2A = 2sinAcosA = 2 (5)2(5) = 225
cosZA=cosZA—sin2A=(3) —(E) =2 _2-Z 5
. 5 5 25 25 25
tan2a= 2 H 2 5
cos 24 % 7
Penyelesaian :
Untuk menentukan sin A dan cos A dengan tan A yang
diketahui, maka sebaiknya digunakan segitiga siku-siku
dengan A di kuadran IlI, seperti pada gambar.
3
y -3
tan A = p dengan tan A =3 ==
A di kuadran III, berarti x =-1 dan y =-3,
sehingga r = /(—1)? + (=3)? = V10
N4
30
. X0 /AN
- X
Yo r
Kuadran Il
maka :
inA = 2= =2 =*_-1
sinA = T dan cos A= T
: : -3 \/-1 6 3
sin 2A = 2sinAcosA = 2 (ﬁ] (ﬁ) Tl
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cos 2A = cos?2A-sinzZA = (ﬁ)z—(\%’o)zz 1—10—% =
-8 4

10
2tanA 2(3 6 3
tan 2A = =2 _6_ 3
1-tan?47 ~ 1-(3)2) -8 4
Penyelesaian :

a. (sin®+cos6)? = sin20 + 2 sin O cos O+ cosz0

= (sin2 6 + cos20) + 2 sin 0 cos O 10
=1+ 2sin0
b. sin3A = sin (2A+A)
= sin 2A cos A + cos 2A sin A
= (2sinAcos A) cos A + (cos? A -sin2 A) sin 10
A
= 2sin Acos?2A + cos2AsinA-sin3 A
= 3sinAcoszA-sin3 A
= 3sinA (1-sinzZA) -sin3 A
(ingat: cos2A =1 -sinz A)
= 3sinA-3sin3A-sin3A
= 3sinA-4sin3A (terbukti)
10
c cos*a-sin*a _ (cos? a+sin? a)(cos? a—sin? a)
’ 1-tan*a (1+tan? a)(1-tan? a)
Ingat bahwa:
az-b2=(a+b)(a-b)
sinZa + cosza =1
1 + tan2a = sec2a
_ (D(cos? a—sin? a)
(sec? a)(l——zf:;i Z)
_ (cos? a—sin?a)
! (cos2 a_sin? a)
cos? a\cos?a cos?a
1
seca =
cosa
_ (cos? a—sin? a)
) r:0512 a(coszc:s_zsinz “)
- 1(cos2 az—sinz.az _ costaq
e a(cos a—sin? a)
(terbukti)
Penyelesaian :

1 1-cos A 1 1-cosA 1 1-cos A
tan-A= |—— & -= _ 5 =
2 1+cos A 2 14+cos A 4 1+cos A

S

< 1+cosA=4-4cosA
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< 5cosA =3
< CcosA = %
: Y 10
S y
A >
3 X
cos A = % berarti x=3, r=5, dan y=v52 —3?=+v16 =
4
maka :
tanA = 2= 2
x 3 (4) . .
_ 2tanA 2z) 3 _ 3 _8 _2
tan 2A = ————= 1_(3)2 JEEEE R X ( 7)
_24
7
TOTAL SKOR 100
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E. Penilaian Diri

[silah oleh Ananda sesuai dengan kenyataannya

Jawaban

Ya Tidak

No. Pertanyaan

Apakah Ananda telah mampu memahami proses
1. | menurunkan rumus-rumus trigonometri sudut

rangkap?

Apakah Ananda telah mampu menggunakan rumus-
rumus trigonometri tersebut untuk menyelesaikan
soal yang berkaitan dengan sinus, cosinus dan tangen

sudut rangkap?

Apakah Ananda telah mampu membedakan rumus
3. | trigonometri sudut rangkap untuk sinus, cosinus

maupun tangen?

Jika Jawaban Ananda tidak maka Ananda dapat berdiskusi dengan teman atau guru
matematika Ananda secara daring maupun tatap muka asal tetap memperhatikan

protokol kesehatan yaa...
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 3

Rumus Perkalian, Penjumlahan dan Pengurangan sinus dan
cosinus

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 3 ini diharapkan Ananda dapat menurunkan dan
menggunakan rumus perkalian, penjumlahan maupun pengurangan dari sinus dan
kosinus dan dapat menyelesaikan amsalah yang berkaitan dengan rumus tersebut.

B. Uraian Materi

1. Rumus Konversi Perkalian ke Penjumlahan atau Pengurangan

Pada pembelajaran pertama telah dipelajari rumus fungsi trigonometri untuk
jumlah dan selisih dua sudut. Pada bagian ini, kita akan menggunakan rumus-rumus
tersebut untuk menemukan rumus konversi perkalian ke penjumlahan atau
pengurangan dan sebaliknya.

e Rumus perkalian sinus dan kosinus

sin(a+pB) = sinacosP +cosasinf
sin(a—PB) = sinacos§ —cos asin

sin (o + ) + sin (o —B) = 2 sin o cos

Jadi,

2 sin a cos B = sin(a + ) + sin(a — )

Atau

sina cos B = % [sin(a + B) + sin(a — B)]

sin (o + )
sin (o —p)

sin (oo + ) —sin (o —B) = 2 cos a sin

sino cos B + cos asin
sino cos B —cos asin 3

Jadi,

2 cos a sin f = sin(a + B) — sin(a — )

atau

cosasinf = % [sin(a+ B) —sin(a — B)]

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 28



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.2

e Rumus perkalian kosinus dan kosinus

cos (a+B) = cosacosf—sinasinf
cos (ao—PB) = cosacos P +sinasinf

cos (ou+B)+cos(a—PB) = 2cosacosf *
Jadi,

atau

e Rumus perkalian sinus dan sinus

cos (o + f3)
cos(a—B)
cos (a+B)—cos (a—P) = -2sinasinf
Jadi,

atau

Contoh Soal

cos a. cos § —sin a sin 3
cos o cos B+ sina sin 3

1. Nyatakan bentuk perkalian berikut sebagai penjumlahan/pengurangan
a. 4 cos 2x cos 3x
b. 3 sin 4x sin 6x
Penyelesaian :

a. 4cos2xcos3x = 2(2cos2xcos3x) = 2[cos (2x + 3x) + cos (2x - 3x)]
= 2[cos5x+cos(—x)] = 2cos5x + 2cosx

b. 3 sin4x sin 6x = —% (-2 sin 4x sin 6x ) = —% [ cos (4x + 6x) — cos (4x - 6x)]

=3 cos 10x — cos (—2x)] = —Ecos 10x + Ecos 2x
2 2 2

2. Tanpa menggunakan kalkulator, hitunglah nilai eksak dari :
a. cos 52,5°sin 7,5°
b. 2sin 127,5° sin 97,5°

Penyelesaian :
a. cos52,5°sin 7,5° = é [ sin(52,5° + 7,5°) —sin (52,5°- 7,5°)] = % (sin 60° - sin
45°)
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A1) - 16D
b. 2sin127,5°sin97,5° = —[cos (127,5° + 97,5°) — cos (127,5° - 97,5°)]
= —(cos 225°—cos 30°) = — (—%\/7 — %\/5) =
L(VZ+3)

2. Rumus Konversi Penjumlahan atau Pengurangan ke Perkalian

Untuk menemukan rumus konversi penjumlahan/pengurangan ke perkalian, maka
perhatikan rumus konversi perkalian ke penjumlahan/pengurangan pada bagian

pertama :
e 2sinacos P =sin(a+ B) + sin(a— )
e 2cosasin P =sin(a + ) —sin(o — )
e 2cosacosP=cos(o+p)+cos(a—B)
e —2sinasinf = cos(a + ) — cos(ao— B)

Misalkan P= o+ dan Q = a—-f
Maka diperoleh :

P+Q=(a+p)+(@—P) =20 = a=3(P+Q)
dn  P-Q=(a+P)-(a-P) =28 = B=5(P-Q

Jika kita substitusikan pemisalan di atas pada rumus konversi perkalian ke
penjumlahan  atau  pengurangan, maka  diperoleh  rumus  konversi
penjumlahan/pengurangan ke perkalian sebagai berikut :

25in%(P+Q)cos%(P—Q)
2cos%(P+Q)sin%(P—Q)
e cosP + cosQ 2cos%[P+Q)cos§(P—Q)
° cosP—cosQ=—25in%(P+Q)sin%[P—Q)

e sinP + sinQ

e sinP - sinQ

Contoh Soal
1. Ubahlah setiap bentuk di bawah ini ke dalam bentuk perkalian !

a. cos 3P + cos 7P
b. sin 8x - sin 2x

Penyelesaian :
a. cos 3P +cos 7P = 2 cos % (3P + 7P) cos % (3P-7P)
= 2 cos 5P cos (-2P) = 2 cos 5P cos 2P
b. sin 8x - sin 2x = 2 cos % (8x + 2x) sin% (8x - 2x) = 2 cos 5x sin 3x

2. Tanpa menggunakan kalkulator, hitunglah nilai eksak dari :

a. sin 15° + sin 75°
b. cos 195° - cos 105°

Penyelesaian :
a. sin 15°+sin 75° = 2sin3 (15° + 75°) cos (15° - 75°) = 2 sin 45° cos (- 309)

- 2(17) (13) - 18

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 30



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.2

b. cos 195° - cos 105° = -2 sin (195° + 105°) sin 5 (195° - 105°) = —2 sin 150°
sin 45°
1 1 1
2()(0) - -1

2

3. Identitas Trigonometri

Langkah - langkah yang dapat digunakan untuk membuktikan suatu
identitas trigonometri atau persamaan trigonometri :

1) Selesaikan salah satu ruas (pilih ruas yang bentuknya kompleks/tidak
sederhana)

2) Pergunakan operasi aljabar yang sesuai dan rumus - rumus trigonometri yang
telah dipelajari sebelumnya.

3) Samakan hasilnya dengan ruas yang lain.

Contoh Soal
1. Buktikan identitas di bawah ini :

cos x+cos xX—
o SOSKECOSY _ o (%)
sinx—siny 2

b. sin (45° + x) - sin (45° -x) =2 sinx

Penyelesaian :

cos x+cosy

a. Ruaskiri = — -
sinx—siny

_ 2 cos(%) cos(%)
- 2 cos(%) sin(ﬂ)

2
zy
_ cos( 5 )

- . (x-y
sm(—z )

= cot (?) = Ruas kanan (terbukti)

b. Ruas kiri = sin (45° + x) - sin (45° - x)

(45°4+x)+(45°-x)\ . [(45°+x)—(45°—x)
S sin ()

=2cos (9700) sin (Zz—x)
= 2 Cos 45°sin x
=2. G\/i) .sinx

=+2 sinx = Ruaskanan (terbukti)

= 2005(

2. Misalkan P+ Q + R = 180¢°, buktikan bahwa sin 2P + sin 2Q + sin 2R =4 sinP.
sinQ.sinR !
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Penyelesaian :
Catatan :

Ruas kiri = sin 2P + sin 2Q + sin 2R P+Q+R=180°
= (sin 2P + sin 2Q) + sin 2R R=180°- (P +Q)
=2sin (ZPZZQ) cos (ZPZZQ) + sin 2R P+Q=180°-R
=2sin(P+Q)cos (P-Q)+2sinRcosR sin (P +Q) =sin (180° -R)
=2sinRcos (P-Q)+2sinRcosR =sinR
=2 sin R (cos (P - Q) + cos R) cos R = cos (180° - (P + Q))
=2sinR (cos (P-Q) - cos (P +Q)) =-cos(P+Q)

= 2 sin R (-2 sin (D) 5i (E22120))

2
. . (2P . (-2
=2sinR (—2 sin (7) sin (TQ))
=2sinR(2sinPsinQ)
=4sinPsin QsinR
= Ruas kanan (terbukti)

e
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C. Rangkuman
Rumus-rumus di atas dapat kita rangkum sebagai berikut:

1. 2 sin a cos 3 = sin(a + ) + sin(a — )
2. sina cosP = % [sin(a + B) + sin(a — B)]

3. 2 cos a sin B = sin(a + ) — sin(a — )

N =

4. cosasinf =

[sin(a+ B) —sin(a — B)]

5. 2 cosa cos 3 = cos(a + B) + cos(a—P)

N R

6. cosacosPB==[cos(a+ B)+ cos(a— B)]
7. —2 sin a sin B = cos(a + ) — cos(a — B)
8. sinasinf = —%[cos(a +B) — cos(a — PB)]

9. sinP + sinQ = Zsin%(P+Q) cos%(P—Q)

10. sinP — sin Q

2 cos (P+Q)sin (P-Q)

11. cosP + cosQ 2c05%(P+Q) cos%(P—Q)

12. cosP - cosQ = —Zsin%(P+Q) sin%(P—Q)
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D. Latihan Soal

Kerjakan soal latihan ini yaa...

1. Nyatakan bentuk perkalian berikut sebagai penjumlahan/pengurangan !
a. 2 sin 3x cos 2x
b. cos x sin 5x

2. Tanpa menggunakan kalkulator, hitunglah nilai eksak dari :
a. sin 75° cos 15°
b. 3 cos 105° cos 15°

3. Buktikan identitas sin(A + B) sin (A - B) = sin2A - sin2 B

4. Hitunglah nilai dari sin 10° sin 50° sin 70° !

5. Ubahlah setiap bentuk di bawah ini ke dalam bentuk perkalian !
a. sin3A +sinA
b. cos 6x - cos 2x

6. Tanpa menggunakan kalkulator, hitunglah nilai eksak dari :
sin 75%—-sin 15°
cos 75°+cos 15°

7. Buktikan bahwa:

sin 5x+sin 3x
. ———————=tan4x
cos 5x+cos 3x

b. cosa + cos2a + cos3a = cos 2a (1+2cosa)

e
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Pembahasan

Nomor Pembahasan

Skor

Penyelesaian :
a. 2sin 3x cos 2x = sin (3x + 2x) + sin (3x - 2x)

= sin5x + sinx

: 1 :
b. cos x sin5x = 5(2 cos x sin 5x )

[ sin (x + 5x) —sin (x - 5x)]

NIEG |-

[ sin 6x — sin(—4x)] = %sin 6x + %sin 4x

Penyelesaian :

> (sin 90° + sin 60°)
2
VPR UGN

2 2 4

b. 3 cos 105°cos 15° = %(2 cos 105° cos 15°)

cos (105° + 15°) + cos (105° — 15°)]

N 1w | w

a. sin75°cos 15° = % [ sin(75° + 15°) + sin (75° — 15°)]

[
° oy = 3(_1 - —
(cos 120 +cos90)—2( 2+0)— "

Penyelesaian :
sin(A + B) sin (A - B)

—%[cos 2A - cos 2B ]
[(1-2sin2A)-(1-2sin2B) ]
[-2sin2A + 25sin2B]
sinZA-sin2B  (terbukti)

N[RN[R~

—~[cos ((A+B) +(A-B)) - cos ((A+B)— (A- B))]

15

Penyelesaian :
sin 10° sin 50° sin 70°

sin 10°[—%c05120° + %cos(—ZO")]
4 sin10°[—l(—l) + lcosZcosZO"]

2 2 2
%sinlOo + %sinlO"cosZO"

= 2sin10° + [sin30° + sin( — 10°)]
= Lsin10°+ Lsin30°—1sin10°
4 4 4

=isin30° = i(%) = 1

sin 10° [—%(cos( 50° + 70°) — cos(50° — 70"))]

= 25in10° + Z[3(sin(10° + 20°) + sin(10° — 20°))|

20
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Penyelesaian :
. . .1 1 .
5 a. sm3A+51nA:251n5(3A+A)cosE(3A—A):251n2A 5
cos A
.1 .1
b. cos 6x - cos 2x = -2 sin > (6x + 2x) sin > (6x -2x) = -2 5
sin 4x sin 2x
Penyelesaian :
1 1
6 sin75°-sin15° _ 2cos§(75°+15") szn§(75"—15") 15
cos 75%+c0s 15° 2cos%(750+150) cos§(750—150)
_ 2c0s45°sin30°
"~ 2c0s45° cos 300
sin 30° Z 1 1
= = = —= - 3
€05 30° %\/5 V3 3 \/_
Penyelesaian :
sin5x+sin3x 2 sin%(5x+3x) cos%(Sx—3x)
" cos 5x+cos 3x 2 cos%(5x+3x) cos%(Sx—3x) 10
2sin4xcosx sin4x
= = = tan 4x
7 2cos4xcosx cos 4x
b. cosa + cos2a + cos3a = (cos3a + cosa) + cos2a
1 1
= [2c055(3a+(x) cosE(3a 10
—a) ]+ cos2a
= 2cos2acosa + coS2a
=cos2a(1l + 2cosa)
TOTAL SKOR 100

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 36




Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.2

E. Penilaian Diri

[silah oleh Ananda sesuai dengan kenyataannya

Jawaban

No. Pertanyaan
Ya Tidak

Apakah Ananda telah mampu memahami proses
1. | menurunkan rumus-rumus trigonometri pada

kegiatan pembelajaran ketiga ini?

Apakah Ananda telah mampu menggunakan rumus-

rumus trigonometri tersebut untuk menyelesaikan

2.
soal yang berkaitan dengan perkalian, penjumlahan
dan pengurangan sinus, cosinus dan tangen?

3 Apakah Ananda telah mampu membedakan rumus

trigonometri tersebut?

Jika Jawaban Ananda tidak maka Ananda dapat berdiskusi dengan teman atau guru
matematika Ananda secara daring maupun tatap muka asal tetap memperhatikan protokol

kesehatan yaa...
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EVALUASI

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat

1. Jikacos24 = —% untuk 180° < 24 < 270° maka

A. sind = i%

B. cosA = %
C. tand = %
D. sind = _2
] 5
E. cscA= -
4

2. Nilai dari cos 2659 - cos 959 adalah
-2

-1

0

1

2

Moo W

3. Nilai dari sin 75°—sin 165°= ...
A 12
=v3

1z
V2

) 2

moow
|
(@)

4. Diketahui cosx = % untuk 0° < x < 90° nilai darisin 3x + sinx = -+

75
A —
125
96

125
108

125
124

125
144

125

mo oW

5. Diketahuisin A+sinB=1dancos A +cosB = % nilai dari cos (A - B) =...
A 1

=

B. V3

C%ﬁ

D. 1
2

E 2L
3
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6. Diketahui x dan y sudut lancip dengan x — y = %jika tan x = 3tan y, maka x +

2
°
o
c

7. Diketahui sin a = % dancosf = % (a dan B sudut lancip). Nilai dari
sin (a + B) =..
5
A
65
48

65
36

mo o w
|

8. Diketahui cosx = %nilai tan%x =
A.
B.

U'llb—\Nl
P A

m o o
RSB

=
w

. .1+ 2A
9. Bentuk lain dari =222 adalah
sin 2A

A. Sin A
B. Cos A
C. CotA
D. Tan A
E. 1+sinA

10. Diketahuitana = 1dan tanf = é a, B sudut lancip, maka sin(a — ) = -+

A %x/ﬁ
B. 45
5

c. i

3
D. 2
2
E. L
5

e
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11. Jikatan (A + B) =5 dan tan (A - B) = 2 maka tan 2A = ...

A 7
B. .
9
c -1
9
D. 2
7
E. —2
7
12. Jika A = 20° dan B = 25° maka nilai dari (1 + tan A)(1 + tan B) adalah...

Mmoo wR
D wuwnNn RO

13. Nilai dari 20 cos 2009 cos 40° cos 800 adalah ...

[

A L
2
B. 3
2
c. 2
z
D. .
5
E. 2
2

14. Pada segitiga siku-siku ABC berlaku cos A cosB = % nilai dari cos 2A =

A iv2

X

WIROIR R WINW

Mmoo W
P

Kunci Jawaban Evaluasi

1. E
2. C
3. D
4. E
5. E
6. A
7. A
8. B
9. C
10.B
11.C
12.C
13.C
14. E
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Lingkaran

Jari-jari lingkaran

Garis singgung
lingkaran

Berkas lingkaran

Tali busur sekutu

GLOSARIUM

Tempat kedudukan titik-titik yang berjarak sama terhadap
suatu titik tertentu yang disebut pusat lingkaran.

Jarak titik pusat ke titik pada lingkaran.

Garis yang melalui atau memotong di satu titik pada
lingkaran.

Lingkaran-lingkaran yang dibuat melalui dua titik potong
lingkaran yang diketahui.

Tali busur yang melalui titik potong dua lingkaran
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PETA KONSEP

LINGKARAN

Kedudukan

Persamaan Titik dan Garis Persamaan Kedudukan Dua
Lingkaran Terhadap
Lingkaran

Garis Singgung

Lingkaran Lekaray

Berpusat di Berpusat di Persamaan
0(0, 0) dan jari- M(a, b) dan jari- Umum
jarir jarir Lingkaran

! !

Persamaan Garis Persamaan Garis

Persamaan Garis
Singgung Melalui Titik
pada Lingkaran

Singgung dengan Singgung Melalui Titik
Gradien m di luar Lingkaran
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PENDAHULUAN
A. Identitas Modul
Mata Pelajaran : Matematika Peminatan
Kelas : XI
Alokasi Waktu : 12 JP (4 Kegiatan Pembelajaran)
Judul Modul : Lingkaran

B. Kompetensi Dasar

3.3. Menganalisis lingkaran secara analitik.

4.3. Menyelesaikan masalah yang terkait dengan lingkaran.

C. Deskripsi Singkat Materi

Lingkaran merupakan salah satu objek geometri yang banyak dijumpai dalam
kehidupan sehari-hari. Benda-benda di sekitar kita banyak yang dibuat dalam bentuk
lingkaran, seperti jam, koin, ban, cincin, CD-R, kancing baju, dan banyak lagi benda-

benda lainnya.

Gambar 1. Benda-benda berbentuk lingkaran
Sumber: www.sangpendidik.com/2020/04/pembahasan-lajaring-sd-melalui-tvri-16.html

o
Gorontalo

13 km Tenggara
@ Donggala-Sulteng

Gambar 2. Radius gempa

Tak jarang dalam kejadian sehari-hari,
bahasa lingkaran jadi alat komunikasi yang
paling tepat untuk menyampaikan suatu
informasi. Misalnya dengan mengatakan
suatu gempa mengguncang kota A dengan
pusat di titik B dan radius r km. Dengan
informasi ini kita bisa mengetahui apakah
penduduk di kota C yang tak jauh dari kota A
merasakan dampak dari gempa atau tidak.

Sumber: https://asset-a.grid.id/crop/0x0:0x0/700x465 /photo/2018/09/28/1281976905.jpg
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Pengguna telepon selular saat ini dapat menentukan lokasi dengan cepat. Apalagi jika
berada di daerah yang padat penduduk. Hal ini dimungkinkan berkat teknologi yang
dipasang di telepon selular dan stasiun BTS (base transceiver station) yang sanggup
mengukur kekuatan dan waktu tempuh yang diterima. Berdasarkan kedua data ini,
jarak telepon selular dan BTS dapat ditentukan. Misalkan sebuah telepon berada di
posisi 6 mil dari BTS A, 5 mil dari BTS B, dan 7 mil dari BTS C, maka dapat
diidentifikasi bahwa telepon tersebut berada pada sebuah titik yang merupakan
perpotongan ketiga lingkaran.

Miles From Tower

= 4 mi. from orange tower
=5 mi. from blue tower
= 5 mi. from green tower

Gambar 3. Triangulasi Lokasi Telepon Selular
Sumber: https://globalwrong.files.wordpress.com/2012/06 /tower-4.jpg

Informasi di atas memberikan gambaran tentang pemanfaatan lingkaran dalam
kehidupan sehari-hari.

Modul ini akan membahas materi lingkaran secara analitik yang terdiri dari
persamaan lingkaran, kedudukan titik dan garis terhadap lingkaran, persamaan garis
singgung lingkaran, dan kedudukan dua lingkaran.

D. Petunjuk Penggunaan Modul

Modul ini dirancang untuk memfasilitasi kalian dalam melakukan kegiatan belajar
secara mandiri. Untuk menguasai materi ini dengan baik, ikutilah petunjuk
penggunaan modul berikut.

1. Berdoalah sebelum mempelajari modul ini.

2. Pelajari uraian materi yang disediakan pada setiap kegiatan pembelajaran secara
berurutan.

3. Perhatikan contoh-contoh penyelesaian permasalahan yang disediakan dan kalau
memungkinkan cobalah untuk mengerjakannya kembali.

4. Kerjakan latihan soal yang disediakan, kemudian cocokkan hasil pekerjaan kalian
dengan kunci jawaban dan pembahasan pada bagian akhir modul.

5. Jika menemukan kendala dalam menyelesaikan latihan soal, cobalah untuk
melihat kembali uraian materi dan contoh soal yang ada.
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6. Setelah mengerjakan latihan soal, lakukan penilaian diri sebagai bentuk refleksi
dari penguasaan kalian terhadap materi pada kegiatan pembelajaran.

7. Di bagian akhir modul disediakan soal evaluasi, silahkan mengerjakan soal
evaluasi tersebut agar kalian dapat mengukur penguasaan kalian terhadap materi
pada modul ini. Cocokkan hasil pengerjaan kalian dengan kunci jawaban yang
tersedia.

8. Ingatlah, keberhasilan proses pembelajaran pada modul ini tergantung pada
kesungguhan kalian untuk memahami isi modul dan berlatih secara mandiri.

E. Materi Pembelajaran

Modul ini terbagi menjadi 4 kegiatan pembelajaran dan di dalamnya terdapat uraian
materi, contoh soal, soal latihan dan soal evaluasi.

Pertama : Persamaan Lingkaran (4 JP)
Kedua  : Kedudukan Titik dan Garis Terhadap Lingkaran (2 JP)
Ketiga : Persamaan Garis Singgung Lingkaran (4 JP)

Keempat :Irisan Dua Lingkaran (2 JP)
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 1
PERSAMAAN LINGKARAN

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 1 ini diharapkan kalian dapat menyusun persamaan
lingkaran yang diketahui titik pusat dan jari-jarinya, menganalisis lingkaran yang
memenuhi kriteria tertentu secara analitik, dan menyelesaikan masalah yang terkait
dengan persamaan lingkaran.

B. Uraian Materi

Lingkaran merupakan tempat kedudukan titik-titik pada bidang yang berjarak sama
terhadap suatu titik tertentu. Titik tertentu ini dinamakan sebagai pusat lingkaran.
Jarak titik pusat ke titik pada lingkaran dinamakan sebagai jari-jari.

Konsep lingkaran yang meliputi luas, keliling, panjang tali busur, luas juring, serta
menghitung panjang garis singgung lingkaran telah kalian pelajari di SMP. Sekarang,
kita akan mempelajari konsep lingkaran secara analitik meliputi persamaan
lingkaran, kedudukan titik dan garis terhadap lingkaran, persamaan garis singgung
lingkaran, dan berkas lingkaran.

1. Persamaan Lingkaran yang Berpusat di 0(0, 0) dan Berjari-jari r

Perhatikan gambar di samping. Y4

Lingkaran L berpusat di O(0, 0) dan

berjari-jari r. L P(x,y)

Misalkan titik P(x, y) adalah sembarang r

titik yang terletak pada lingkaran L.

Jari-jari OP =r >
0 Q X

Segitiga POQ siku-siku di Q, berdasarkan
Theorema Phytagoras diperoleh:

0Q? + PQ? = OP?
2

x2+y?=r
Gambar 1.1. Lingkaran berpusat di 0(0, 0)

Titik P(x, y) yang diambil adalah sembarang, sehingga persamaan tersebut juga
berlaku umum untuk persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan memiliki
jari-jarir.

Persamaan lingkaran yang berpusat di titik 0(0, 0)
dan memiliki jari-jari r

Ve
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Contoh 1.

a. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di 0(0, 0) dan memiliki jari-jari

ii). r=4v3

i) r=4

b. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan melalui titik (6, —8).

c. Tentukan jari-jari lingkaran dengan persamaan :

D). x2 + y2 = 121

Jawab

ii). x2 + y2 = 128

a. Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan berjari-jari r adalah x2 + y2 = r2
i). r=4, maka persamaannya adalah x2+ y2 = 42 & x2+ y2 = 16

ii). r = 4v/3, maka persamaannya adalah x2 + y2 = (4v/3)2 < x2+ y2 = 48

b. Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) adalah x2 + y2 = r2
Lingkaran melalui titik (6, —8), sehingga diperoleh 62 + (-8)2= r2

< 36+64 =12
< rz=100

Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat O(0, 0) dan melalui titik (6, —8) adalah

x2 + y2 =100.
c. i) x2+ yz=121

X2+ y2=r2 = rz=121

< r=+v121 =11

i), x2+ y2= 128

X2+ y2=r2 = r2=128

o r=+128=v64x2 =82

2. Persamaan Lingkaran yang Berpusat di M(a, b) dan Berjari-jarir

Perhatikan gambar di samping.
Lingkaran L berpusat di M(a, b)
dan berjari-jarir.

Misalkan P(x, y) adalah
sembarang titik yang terletak
pada lingkaran L.

Jari-jari MP =r

MQ = x-a

PQ =y-b

Segitiga PMQ siku-siku di Q,
maka berdasarkan Theorema
Phytagoras berlaku :

MQ2 + PQ2 = MP2
(x-a)? + (y-b)? = r?

YA

0

Gambar 1.2. Lingkaran berpusat di M(a, b)

Karena titik P(x, y) diambil sembarang, maka persamaan tersebut juga berlaku umum

untuk persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(a, b) dan memiliki jari-jari r.

Bentuk persamaan ini disebut bentuk baku persamaan lingkaran.
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persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(a, b)
dan memiliki jari-jari r

(x—a)® + (y—b)* =r?

disebut sebagai bentuk baku persamaan lingkaran.

Contoh 2.

Tentukan persamaan lingkaran
a. berpusatdi (4, —5) dan memiliki jari-jari 6.
b. berpusat di (2, —6) dan memiliki jari-jari 3v/2.

Jawab

a. Titik pusat lingkaran (4, —5) dan jari-jari r = 6, maka persamaannya adalah
(x-a)2+(y-b)2=r2
& (x-4)2+ (y- (-5)2= 62
< (x-4)2+(y +5)2=36

b. Titik pusat lingkaran (-2, —6) dan jari-jari r = 3v/2, maka persamaannya adalah
(x-a)2+ (y-b)2=r2
& (0= (-2)2+ (- (-6))2 = (3v2)?
& (x+2)2+(y +6)2=18

Contoh 3.

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan
a (x+1)2+(y +3)2=81
b. (x+5)2+(y-2)2 =72

Jawab
a. (x+1)2+(y +3)2=81

< (x-(CD)P+ - (-3))2=81
maka pusat lingkaran (-1, —3) dan jari-jari r=v81=9

b. (x+5)2+ (y-2)2=72

& (x—(=5))2+ (y—2)2=72

maka pusat lingkaran (-5, 2) dan jari-jari r=v72 = 6v2
Contoh 4.

Diketahui sebuah lingkaran dengan pusat M(7, —2). Lingkaran tersebut melalui titik
A(-2, 10). Hitung jari-jari lingkaran, kemudian tentukan persamaannya.

Jawab

Jari-jari r adalah jarak antara titik M(7, —2) dan titik A(-2, 10).
Dengan menggunakan rumus jarak diperoleh :

r = MA= \/(xz —x1)% + (2 — y1)?
= J(=2—-7)2 + (10 — (-2))?
=.(—9)? + (12)? =81 + 144
=+225=15
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Persamaan lingkaran dengan pusat M(7, —2) dan jari-jari r = 15 adalah
(x-a)2+(y-b)=r2

& (x-7)2+ (y-(-2))2=152

< (x-7)2+ (y+2)2= 225

3. Persamaan Umum Lingkaran

Dari bentuk baku persamaan lingkaran, kita dapat menentukan bentuk umum
persamaan lingkaran sebagai berikut.

(x-a)2 + (y-b)2 =12 < x2-2ax +a? + y2-2by + b? = r2

& x2 + Y2+ (-2a)x +(-2b)y + (a2 + b2-12) = 0
Misalkan: A =-2a < a = —%A
B=-2b & b=—B
C=a%+ b2-r? < r2=a2+ b2-C
o e (1) (30 -

o r= \/1A2+132—c
4 4

Diperoleh persamaan umum lingkaran: [ x2+y2+Ax +By+C=0 ]

dengan pusat (—%A, —%B) dan jari-jari r = \/iAz +iB2 -C

Contoh 5.

Tuliskan persamaan umum lingkaran yang berpusat di M(—4, 3) dan berjari-jari 7.

Jawab

Pusat (-4, 3) dan r =7, maka persamaannya:
(x-a)32+(y-b)32=r: < (x-(-4))*+-3)2=72
& (x+4)2+(y -3)2=49
& x2+8x+16+y2-6y+9=49
& X2+y2+8x-6y-24=0

atau dengan menentukan A =-2a, B=-2b, dan C = a2 + b2 -r2
diperoleh A=-2(—4)=8

B=-2(3)=-6

C=(-4)2+32-72=16+9-49 = -24

maka persamaan lingkaran adalah x2 + y2+Ax +By + C = 0

S xX2+y2+8x-6y-24=0

Contoh 6.

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran L = x2 + y2—-6x +4y —3=0
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Jawab

Dari soal diperoleh A= -6, B=4,dan C=-3.

Pusat lingkaran (—%A, —%B) = (—%(—6), —%(4)) =(3,-2)

jari-jari r = \/%AZ + %BZ —C = \/% (—6)2 +i(4)2 —(=3)

= J§(36)+§(16)+3= VO+4+3=V16=4

Contoh 7.

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan
4x2 + 4y2 —80x + 12y +265=0

Jawab

Pertama, koefisien x2 dan y2 harus dijadikan satu dengan cara mengalikan persamaan

dengan i, sehingga persamaan menjadi x2 + yz2 —20x + 3y + 2765 =0

Dari persamaan tersebut diperoleh A=-20, B=3, dan C= %.

. 1 1 1 1 3
Pusat lingkaran (_EA’ _EB) = (_5(_20)’ —5(3)> = (10, —5)

jari-jari r = \/iAZ +%B2 —C= \/% (—20)2 +%(3)2 — (2%5)

265 400 +9 265
4 4 4

= 7400+ ———=

4 2

4. Persamaan Lingkaran yang Memenubhi Kriteria Tertentu

Untuk menentukan persamaan suatu lingkaran dapat dilakukan dengan dua cara,
yaitu:
a. Tentukan pusat dan jari-jarinya, kemudian substitusikan ke persamaan
(x-a)2+(y-b)2=r?
b. Tentukan nilai A, B, dan C kemudian substitusikan ke persamaan
x2+y2+Ax+By +C=0

Contoh 8.

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan menyinggung garis
3x-4y+5=0
Jawab

Untuk menentukan persamaan lingkaran tersebut, kita harus tahu nilai r. Jari-jari
lingkaran adalah jarak titik pusat ke garis yang menyinggung lingkaran.
Jarak sembarang titik (x1, y1) ke sebarang garis Ax + By + C = 0 adalah
|Ax; + By, + C|
r =

VAZ + B?
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berarti jarak antara titik O(0, 0) dengan garis 3x -4y + 5 = 0 adalah :
13(0) — 4(0) + 5
r = =

NEEeng

15| 5
Vo+16 5

Jadi, persamaan lingkaran yang berpusat di 0(0, 0) dan menyinggung garis 3x - 4y + 5

=0adalahxz + y2 = 1

Contoh 9.

Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya merupakan ruas garis yang

menghubungkan titik P(1, —4) dan Q(-3, 2).
Jawab
Sketsa di samping menunjukkan titik pusat
M adalah titik tengah garis PQ.
Koordinat titik tengah dari sebuah garis PQ
dengan P(xp, yr) dan Q(xq, yq) adalah
(xp +xp Yo+ yQ>

2 72

Sehingga koordinat titik M adalah :

(D, 92) - (2, 2) we,

Q(-3,2)

P(1,-4)

Gambar 1.3

Panjang garis PQ = \/(xQ —xp)2+ (o —yp)? = \/(_3 — 12+ (2 - (—4)?

=y16 + 36 = /52

Jari-jari r = %PQ = %\/ﬁ

Persamaan lingkaran dengan pusat M(-1, —1) dan jari - jari r = %\/52 adalah

1

(- 0P+ (- (1= (3V52) & (x +102 4 0y +1)2=2

2

52
4

S x+1)2+(y+1)2=13

Contoh 10.

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (5, -3) dan menyinggung sumbu Y.

Jawab

Berdasarkan = gambar  diketahui
bahwa jari-jari lingkaran adalah 5.
Jadi, persamaan lingkaran dengan
pusat (5, -3) danjari -jari r=5
adalah

(x-a)2+(y-b)2=r2
& (x-5) + (y-(-3))2 =52
& (x-5)2 +(y+3)2=25

YA

A

>

..................

>V

———————-1

Gambar 1.4
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Contoh 11.

Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di (2, 1) dan menyinggung garis 4x +
3y+4=0.

Jawab
Jari-jari lingkaran adalah jarak titik (2, 1) dengan garis 4x + 3y + 4 = 0, sehingga
[4(2) +3(1)+4| |15] 15
T VEex® Vs 5
Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat (2, 1) dan jari-jari 3 adalah
(x-2)2+(y-1)2=32
< (x-2)2+(y-1)2=9

Contoh 12.
Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (0, 4), (1, 3), dan (1, -1).
Jawab
Misalkan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik tersebut adalah
x2+y2+ Ax+By+C=0.
Kita akan menentukan nilai A, B, dan C sebagai berikut.
(0, 4) pada lingkaran, maka 02+ 42+ A(0)+B(4)+C=0
4B+ C= =16 i (1)

(1, 3) pada lingkaran, maka 12+ 32+ A(1)+B(3)+C=0
A+3B+C=-10 e (2)

(1,-1) pada lingkaran, maka 12+ (-1)2+ A(1)+B(-1)+C=0
A-B+C=-2 . 3

Eliminasi C pada persamaan (2) dan (3) diperoleh

A+3B+C= -10

A-B+C=-2
4B = -8
B =-2

Substitusi B = -2 ke persamaan (1)
diperoleh 4(-2)+C=-16 = C=-16+8 = C=-8

Substitusi B =-2 dan C = -8 ke persamaan (2)
diperoleh A+3(-2)+(-8)=-10 = A-14 =-10 = A= 4

Jadi, persamaan lingkaran yang melalui titik (0, 4), (1, 3), dan (1, -1) adalah
X2+ y2 + 4x-2y-8 =0
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C. Rangkuman

e Persamaan lingkaran yang berpusat di titik O(0, 0) dan jari-jari r adalah

x2+y?=r2

e Persamaan lingkaran yang berpusat di titik M(a, b) dan jari-jari r adalah
(x — a)? + (y — b)? = r?, disebut persamaan lingkaran bentuk baku.

e Persamaan umum lingkaran adalah x?+y?+ Ax+ By + C =0 dengan titik

pusat (—%A,—%B) dan jari-jarir = \/iAZ + iBZ -C.

e Jarak titik P(x1, yi1) ke garis Ax + By + C = 0 dirumuskan oleh
|Ax; + By, + C|
d= :

VA? + B?

D. Latihan Soal

1. Tentukan persamaan lingkaran yang:
a. Berpusat di 0(0, 0) dan berjari-jari 4/5.
b. Berpusat di M(-3, 6) dan berjari-jari 2+/7.

2. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan :
a. (x-1)2+(y+3)2=20
b. 4xZ + 4y2- 8x+12y-3=0

3. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan melalui titik
A(-5,12).

4. Diketahui sebuah lingkaran dengan pusat M(1, 6). Lingkaran tersebut melalui
titik P(2, 3). Hitung jari-jari lingkaran, kemudian tentukan persamaannya.

5. Tentukan persamaan lingkaran yang diameternya merupakan ruas garis yang
menghubungkan titik A(0, —2) dan B(4, 4).

6. Tentukan persamaan lingkaran yang sepusat dengan lingkaran x? + y2 - 4x + 6y
-17 =0 dan menyinggung garis 3x-4y +7 =0.

7. Diketahui lingkaran L; konsentris (sepusat) dengan lingkaran L; dan melalui titik
(2, 8). Jika persamaan lingkaran L; adalah x2 + y2- x + 2y - 5 = 0, maka tentukan
persamaan lingkaran L.

8. Tentukan persamaan umum lingkaran yang melalui titik P(6, -2), Q(-3, -5), dan
R(1, 3).

1
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PEMBAHASAN LATIHAN SOAL KEGIATAN PEMBELAJARAN 1

1. a. Persamaan lingkaran berpusat di 0(0, 0) dan berjari-jari 45 adalah
x?+y? =12 x? +y?% = (4V5)?
< x2+y2=80
b. Persamaan lingkaran berpusat di M(—3, 6) dan berjari-jari 2v/7 adalah
x2+y2 =r?2e x?+y% = (2V7)?
< x?2+y? =28
2. a. (x-1)2+({y+3)2=20
Pusat = (1,-3)
Jari-jari r =20 = 2v/5

b. 4x2+4y2—8x+12y—3:0<:>x2+y2—2x+3y—%=0
(Lo 1 = -3
Pusat=(-1(-2),-1®) = (1,-3)

2
]ari-jarir=\/12+(—§) (Y= 1+42+43=VT+3=2

2

3. Alternatif Penyelesaian
Persamaan lingkaran yang berpusat di O(0, 0) dan jari-jari r adalah
X2 + y% =12

Lingkaran melalui titik A(~5, 12), sehingga (—5)? + 122 = r2
25+144=r2 &rz=169
Jadi, persamaan lingkaran tersebut adalah x2 + y? = 1609.

4. Alternatif Penyelesaian

Jari-jari lingkaran adalah jarak titik pusat M(1, 6) ke titik P(2, 3) yang dilalui
lingkaran.

r=MP=y/(2-1)?2+3B-6)? =12+ (-3)2=VI+9 = V0.
Persamaan lingkaran dengan pusat M(1, 6) dan jari-jari r = v/10 adalah
(=D + (y - 6) = (VI0)’

x—1D*+(y—-6)2=10

5. Alternatif Penyelesaian

Titik pusat lingkaran merupakan titik tengah dari ruas garis AB, yaitu
P_<0+4 —2+4)_ 21
22 )=@b

Jari-jari lingkaran r = %2 AB

r=§\[(4 —0)2+ (4—-(-2)° = %\/16 ¥36 = %\/5_ =13
Lingkaran dengan pusat P(2, 1) dan jari-jari r = v/13 adalah
(x =2+ (- 1?* = (V13)
(x—-2)2+(@—-1)?%*=13
ataux?+y%? —4x—2y—8=0
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6.

Alternatif Penyelesaian

Lingkaran x? + y? — 4x + 6y — 17 = 0, diperoleh A=-4danB=6
Pusat lingkaran adalah P = (— % (-4),— % (6)) =(2,-3)

Jari-jari lingkaran r adalah jarak titik pusat P ke garis 3x - 4y + 7 = 0, sehingga
32) —4(-3)+7| |6+12+7| 25
N R e
Jadi, persamaan lingkaran dengan pusat (2, —3) dan jari-jari 5 adalah
@-2)2+(y—(-3))" =57
(x—2)2+(y+3)2=25
atau x2+y2—4x+6y—12=0

Alternatif Penyelesaian
lingkaran Lo: x2 + y2- x+ 2y -5=0, berarti A=-1dan B = 2.

Pusat lingkaran L; sama dengan pusat lingkaran L; (konsentris), sehingga
1 1 - _

Pi=(-2-D,-1@)= -1

Persamaan lingkaran L1 yang berpusat di titik (%, -1)

1
=+ (= (D) =r?

Lingkaran L; melalui titik (2, 8), sehingga

2

1 3
(Z—E)2+(8+1)2=r2<:> (E) +92 =72

< — 481 =r2 @rz—ﬁ
4 B T4

Jadi, persamaan lingkaran L; adalah
1 333
(x—z)2+(y+1)2 =—,~ atau x2+y2—x+2y—-82=0

Alternatif Penyelesaian
Misalkan persamaan lingkaran yang melalui titik-titik tersebut adalah
x2+y2+ Ax+By+(C=0.
Kita akan menentukan nilai A, B, dan C sebagai berikut.
P(6, -2) pada lingkaran, maka 62+ (—2)2+A(6) +B(-2)+C=0
6A-2B+C=-40 . (D

Q(-3, -5) pada lingkaran, maka (—3)2+ (-5)2+A(-3)+B(-5)+C=0
—3A-5B+C=-34 .rrrrvrvrennne (2)

R(1, 3) pada lingkaran, maka 12+ 32+ A(1)+B(3)+C=0
A+3B+C=-10 e e (3)
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Eliminasi C pada persamaan (1) dan (2) diperoleh

6A-2B+C= -40
—-3A-5B+C=-34

9A+3B = -6
3A+B =-2 atau B=-2-3A ... (4)

Eliminasi C pada persamaan (2) dan (3) diperoleh
-3A-5B+C= -34
A+3B+C= -10

—4A -8B = -24
A+2B =6 ... (5)

Substitusi B=-2-3A ke persamaan (5), diperoleh
A+2(-2-3A)=6 < A-4-6A=6 & -5A=10 < A=-2

Substitusi A = -2 ke persamaan (4), diperoleh
B=-2-3(-2)=-2+6=4

Substitusi A =-2 dan B =4 ke persamaan (3)
diperoleh (-2)+3(4)+C=-10 = -2+12+C=-10 = C=-10-10=-20

Jadi, persamaan lingkaran yang melalui titik P(6, -2), Q(-3, -5), dan R(1, 3) adalah
x2+y2—-2x+4y—-20=0

E. Penilaian Diri

[silah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui, berilah
penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda
pada kolom pilihan.

No Pertanyaan Tidak

1 Apakah Anda dapat menyusun persamaan lingkaran
yang berpusat di titik 0(0, 0) dan jari-jari r?

2 | Apakah Anda dapat menyusun persamaan lingkaran
yang berpusat di titik (g, b) dan jari-jari r?

3 | Apakah Anda dapat menyusun persamaan lingkaran
lingkaran dalam bentuk umum?

4 | Apakah Anda dapat menentukan titik pusat dan jari-
jari lingkaran jika persamaannya diketahui?

5 | Apakah Anda dapat menyusun persamaan lingkaran
yang memenubhi kriteria tertentu?

JUMLAH

O QO OQ|=
OO0 OO

Catatan:
Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka Anda dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya.
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 2
KEDUDUKAN TITIK DAN GARIS TERHADAP LINGKARAN

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 2 ini diharapkan kalian dapat menentukan kedudukan
suatu titik dan garis terhadap lingkaran, serta menganalisis secara analitik
kedudukan suatu titik dan garis terhadap lingkaran.

B. Uraian Materi

1. Kedudukan Titik Terhadap Lingkaran

Jika titik P(x1, y1) sembarang dan L adalah lingkaran dengan jari-jari r, maka ada tiga
posisi titik P terhadap lingkaran L, yaitu P terletak pada lingkaran, P di dalam
lingkaran, dan P di luar lingkaran.

Perhatikan gambar.

D(x4,ya)

Gambar 2.1. Kedudukan titik terhadap lingkaran

Perhatikan ilustrasi di atas. Titik B terletak di dalam lingkaran, C pada lingkaran, dan
D di luar lingkaran. Kedudukan sebuah titik terhadap lingkaran dapat kita tentukan
dengan cara membandingkan jarak titik tersebut ke pusat lingkaran dengan panjang
jari-jari lingkaran.

PB<r (xp — )2+ (yp —b)2 < 1? Titik B di dalam lingkaran
PC=r (x. —a)?> + (y. — b)? =12 Titik C pada lingkaran
PD>r (xg —a)?> + (yqg — b)? > r? Titik D di luar lingkaran

Dengan menguraikan persamaan di atas, dalam persamaan umum diperoleh

hubungan
PB<r xg +yg + Axp, + By, + C <r? | Titik B di dalam lingkaran
PC=r x2+y2+ Ax. + By, +C =12 Titik C pada lingkaran
PD>r x5 +y3+ Axy + Byg + C >r? | Titik D di luar lingkaran
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Contoh 1.

Tentukan kedudukan titik A(-3, 5), B(7, 6), dan C(1, —2) terhadap lingkaran x2 + y2 =
34.

Jawab

Kedudukan titik A, B, dan C terhadap lingkaran x2 + y2 = 34 dapat ditentukan dengan
cara mensubstitusikan titik A, B, dan C ke ruas kiri persamaan lingkaran (x2 + y?),
kemudian membandingkan dengan nilai 2 = 34 (di ruas kanan).

A(-3,5)=A(x,4,y,) sehinggax, =—3dany, =5
x2+y2 = (-3)?+5?2
x2+y2=9+25=34=12
Berarti titik A(—3, 5) terletak pada lingkaran.

B(7,6) =B(xp,yp) sehinggax, =7 dany, =6
xg+yE =7%+ 62
xt+y2=49+36=85>r?=34
Berarti titik B(7, 6) terletak di luar lingkaran.

C(1,-2) =C(x.,y.) sehinggax.=1dany, =-2
Xt +yi =17+ (=2)°
xt+y2=1+4=5<r>=34
Berarti titik C(1, —2) terletak di dalam lingkaran.

Contoh 2.

Tentukan kedudukan titik A(4, 6), B(6, 2), dan C(1, 1) terhadap lingkaran
(x-3)2+ (y+2)2=25.

Jawab

Substitusi titik A, B, dan C ke ruas kiri (x - 3)2 + (y + 2)2 kemudian bandingkan
dengan r2 = 25.

A(4,6) =A(x,,V,) sehinggax, =4dany, =6

(xqg =32+ (a +2)2=(4—-3)*+ (6 +2)*
(g —3)2+ (g +2)2=124+82=1+64 =65 > r?
Berarti titik A(4, 6) terletak di luar lingkaran.

B(6, 2) = B(xp, ¥p) sehingga x, = 6 dan y, =2
(xp —3)2+ (yp +2)2 = (6 —3)? + (2 + 2)?

(p =32+ (p+2)2=32+42=9+16 =25 =r?
Berarti titik B(6, 2) terletak pada lingkaran.

C(1,1) =C(x,,y.) sehinggax,=1dany,.=1

(xc =32+ +2)2=(1-3)2+(1+2)?
(xc =32+ +2)2=(-2)*+32=44+9=13<7r?
Berarti titik C(1, 1) terletak di dalam lingkaran.
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Contoh 3.

Tentukan kedudukan titik P(2, 1), Q(6, 6), dan R(7, 2) terhadap lingkaran
xX2+y2-4x-6y-12=0

Jawab

Substitusi titik P, Q, dan R ke ruas kiri x2 + y2 - 4x - 6y - 12 kemudian bandingkan
dengan 0 di ruas kanan.

P(2,1) =P(x,,y,) sehinggax, =2dany, =1
xp+yp —4x, — 6y, —12 =22 +1% - 4(2) — 6(1) — 12

Xp+yi—4x,—6y,—12=4+1-8-6-12=-21<0
Berarti titik P(2, 1) terletak di dalam lingkaran.

Q(6, 6) = Q(x4,y4) sehinggax, =6dany, =6
XZ+y5 —4xg— 6y, —12 = 6% + 6% — 4(6) — 6(6) — 12

X2+ y2—4x,— 6y, —12=36+36-24—-36—12=0
Berarti titik Q(6, 6) terletak pada lingkaran.

R(7,2) =R(x;,y,) sehinggax, =7 dany, =2

X2+ vy —4x, — 6y, —12=72+22 - 4(7)—6(2) — 12
Xp+yp —4x,—6y,—12=49+4-28-12-12=1>0
Berarti titik R(7, 2) terletak di luar lingkaran.

2. Kedudukan Garis Terhadap Lingkaran

Jika garis y = mx + n sembarang dan L adalah lingkaran dengan jari-jari r, maka ada
tiga kedudukan garis terhadap lingkaran L sebagaimana ditunjukkan pada gambar

berikut.
iJ’mx+n ?ymx+n Y
garis memotong lingkaran garis menyinggung lingkaran garis tidak memiliki titik potong
pada dua titik (memotong pada 1 titik) dengan lingkaran.

Gambar 2.2. Kedudukan garis terhadap lingkaran

Langkah-langkah menentukan kedudukan garis y = mx +n terhadap lingkaran L
sebagai berikut:

Substitusi y dari persamaan garis y = mx + n ke persamaan lingkaran L.

Susun persamaan kuadrat sekutu dalam variabel x (bentuk ax? + bx + ¢ = 0).
Hitung nilai diskriminan persamaan kuadrat sekutu dengan rumus D = b? — 4ac.
Periksa tanda diskriminan D dengan kriteria:

a0 o

e Jika D > 0 maka garis memotong lingkaran pada dua titik.
e Jika D = 0 maka garis menyinggung lingkaran (ada satu titik potong)
e Jika D < 0 maka garis tidak memiliki titik potong dengan lingkaran.
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Kedudukan Garis terhadap Lingkaran

—e
Kedudukan garis terhadap lingkaran ditentukan oleh nilai

diskriminan persamaan kuadrat sekutu antara garis dan
lingkaran.

e Jika D > 0, maka garis memotong lingkaran pada dua titik.
e Jika D = 0, maka garis menyinggung lingkaran (1 titik potong).
e Jika D < 0, maka garis tidak memotong lingkaran.

.

Contoh 4.
Tentukan kedudukan garis x +y - 2 = 0 terhadap lingkaran x2 + y2 - 4x + 2y - 20 = 0.
Jawab

Garisx+y-2=0=>y =-x+2

Substitusikan y =-x+ 2 ke persamaan lingkaran, sehingga diperoleh:

X2+ (-x+2)2-4x+2(—x+2)-20=0

& X2+ x2-4x+4-4x-2x+4-20=0

& 2x2-10x -12=0

& x2-5x-6=0

Diperoleh nilai a=1, b=-5,danc=-6.

Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan
D=b%2-4ac = (-5)2-4(1)(-6) = 25+24=49 > 0

Karena nilai D > 0, maka garis x + y - 2 = 0 memotong lingkaran pada dua titik.

Untuk menentukan titik potong antara garis dan lingkaran, maka kita memfaktorkan
persamaan kuadrat sekutu sebagai berikut.

x2-5x-6=0 & (x+1)(x-6)=0
< x+1=0atau x-6=0
& x=-1ataux =6
Selanjutnya, substitusi nilai x =-1 dan x =6 ke persamaan garis y =-x + 2.
untuk x =-1 = y=-x+2=-(-1)+2 =3
untuk x =6 = y=-x+2=-(6)+2 = -4

sehingga diperoleh titik potong antara garis dan lingkaran pada titik (-1, 3) dan titik
(6,-4).

Contoh 5.
Tentukan kedudukan garis 3x + y + 10 = 0 terhadap lingkaran x2 + y2 - 8x + 4y - 20 = 0.
Jawab

Garis3x+y+10=0 = y = -3x-10
Substitusikan y =-3x-10 ke persamaan lingkaran, sehingga diperoleh:

x2+ (-3x-10)2-8x+4(-3x-10)-20=0

& x2+9x2+60x+100-8x-12x-40-20=0
< 10x2 +40x +40=0

< X2 +4x +4=0
diperolehnilaia=1,b=4,dan c=4.
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Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan
D =bh2-4ac
= (4)2-4(1)4) = 16-16=0

Karena nilai D = 0, maka garis 3x+y + 10 = 0 memotong lingkaran di satu titik, atau
dikatakan garis menyinggung lingkaran.

Titik singgung dapat diperoleh dari penyelesaian persamaan kuadrat sekutu.

X2 +4x +4=0 & (x+2)2=0 < x=-2

selanjutnya nilai x = -2 disubstitusikan ke persamaan garis, diperoleh
y=-3x-10 < y =-3(-2)-10 = -4

sehingga diperoleh titik singgung garis dan lingkaran pada titik (-2, -4).

Contoh 6.
Tentukan kedudukan garis x +y = 4 terhadap lingkaran L= x2+y2=3
Jawab
Garisx+y=4 = y=4-x
Substitusikan y =4 - x ke persamaan lingkaran, diperoleh :
XX+y2=3 < x2+(4-x)2=3

& x2+16-8x+x2=3

& 2x2-8x+13 =0
diperolehnilaia=2, b=-8, c=13.

Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan
D=bh%2-4ac = (-8)2-4(2)(13) = 64-104= -40 <0

Karena nilai D < 0, berarti garis x + y = 4 tidak memiliki titik potong dengan
lingkaran (garis berada di luar lingkaran).

Contoh 7.

Tentukan nilai m agar garis y = mx + 3 menyinggung lingkaran x2 +y2=9.

Jawab

Substitusikan y = mx + 3 ke persamaan lingkaran x2 + y2 =9, diperoleh :
X2+y2=9 < x2+(mx+3)2=9

&S xX2+mx2+6mx+9=9

< (1+m)xz2+6mx +9-9=0

< (1+m2)x2+6mx =0

diperoleh nilai a = (1 + m?), b=6m, c=0.
Dari persamaan kuadrat sekutu tersebut di atas diperoleh nilai diskriminan
D =b2-4ac = (6m)2-4(1+ m?)(0) = 36m2-0=36m?2

Diketahui garis y = mx + 3 menyinggung lingkaran x2 + y2 = 9, berarti nilai diskriminan
D=0

& 36m2 =0

&Sm=0

Jadi, garis y = mx + 3 akan menyinggung lingkaran x2 + y2 = 9 jika nilai m = 0 atau
persamaan garis adalah y = 3.
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C. Rangkuman

Kedudukan titik P(x,, y;) terhadap lingkaran x? + y? = r?

P(x,,y,) terletak pada lingkaran jika x? + y? = r?
P(xy,v,) terletak di luar lingkaran jika x? + y? > r?
P(x,,v,) terletak di dalam lingkaran jika x? + y? < r2

Kedudukan titik P(x,,y;) terhadap lingkaran (x — a)? + (y — b)? = r2
P(x4,y,) terletak pada lingkaran jika (x; — a)? + (y; — b)? = r?
P(x4,y,) terletak di luar lingkaran jika (x; — a)? + (y; — b)? > r?
P(x,,y,) terletak di dalam lingkaran jika (x; — a)? + (y; — b)? <12

Kedudukan titik P(x,,y,) terhadap lingkaran x? + y> + Ax + By + C = 0
P(xy,v,) terletak pada lingkaran jika x? + y? + Ax; + By; + C =0

P(x,,y,) terletak di luar lingkaran jika x? + yZ + Ax; + By; +C >0

P(xy,v,) terletak di dalam lingkaran jika x? + y? + Ax; + By, + C <0
Kedudukan garis terhadap lingkaran ditentukan oleh nilai diskriminan
persamaan kuadrat sekutu antara garis dan lingkaran.

Jika D > 0, maka garis memotong lingkaran pada dua titik.

Jika D = 0, maka garis menyinggung lingkaran (1 titik potong).

Jika D < 0, maka garis tidak memotong lingkaran.

D. Latihan Soal

1.

Tentukan kedudukan titik-titik berikut terhadap lingkaran berpusat di titik (1, 3)
dengan jari-jari 5.

a. A(7,5)

b. B(6, 3)

Tentukan nilai n jika titik A(-3, n) terletak pada lingkaran x2 + y2=13.

Tentukan kedudukan titik-titik berikut terhadap lingkaran x2 +y2-8x+ 12y + 36 =0.
a. P(1,2)

b. Q(4,-2)

Jika titik (1, 3) terletak pada lingkaran 3x2 + 3y2 + ax - 6y - 9 = 0, tentukan:

a. nilaia

b. pusatdan jari-jari lingkaran.

Tentukan kedudukan garis y =x + 6 terhadap lingkaran x2+y2-8x-4y-4=0
Tentukan kedudukan garis y - x + 2 = 0 terhadap lingkaran x2 +y2-12x+ 8y +20=0.

Tentukan kedudukan garis y = 2x + 8 terhadap lingkaran x2 + y2 +4x+ 2y - 20 =
0. Kemudian tentukan titik potongnya jika ada.

Tentukan nilai c¢ sehingga garis y = -2x + ¢ menyinggung lingkaran x2 + y2 — 4x —
y+ 3=0.
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PEMBAHASAN LATIHAN SOAL KEGIATAN PEMBELAJARAN 2

1. Alternatif Penyelesaian
Persamaan lingkaran berpusat di titik (1, 3) dengan jari-jari 5 adalah
(x—1D*+(@y—-3)7=52 (x—1D*+(y—3)2=25

a. A(7,5) = (7-1)%2+(5-3)2=62+22=36+4=40> 25
berarti titik A terletak di luar lingkaran.

b. B(6,3)= (6—-1)>+(3-3)2=52+02=25+0=25
berarti titik B terletak pada lingkaran.

2. Alternatif Penyelesaian
Titk A(-3, n) terletak pada lingkaran x2 + y2 = 13, berarti
(-3)2+n?=13 < 9+n? =13
on*=13-9 onf=4< n=12

3. Alternatif Penyelesaian
a. P(1,2) > 12+22-8(1)+12(2)+36=1+4—-8+24+36=57> 0
berarti titik P(1, 2) terletak di luar lingkaran.

b. Q(4,-2)=>4%+(-2)>-8(4)+12(-2)+36=16+4—-32—-24+36=0
berarti titik Q(4, -2) terletak pada lingkaran.

4. Alternatif Penyelesaian
a. (1, 3) terletak pada lingkaran 3x2 + 3y2 +ax- 6y -9 =0, berarti
3(1)2+3(3)2 +a(1)-6(3)-9=0
&3+27+a-18-9=0
< 3+a=0 atau a=-3

a. Persamaan lingkaran 3x2 + 3y2 - 3x- 6y -9 =0, diperolehA=-3danB=-6

Pusat = (— % (-3),— % (—6)) = (%' 3)

2
]ari-jarir=\/(§) +32—-(-9) = ’%+9+9=\/8;1=§

5. Alternatif Penyelesaian

Substitusi y =x + 6 ke lingkaran x2 +y2 - 8x - 4y - 4 = 0, diperoleh
X2+ (x+6)2-8x-4(x+6)-4=0

S x2+x2+12x+36 -8x-4x-24 -4=0

& 2x2+8=0 = x2+4=0

a=1,b=0,danc=4

Diskriminan persamaan kuadrat sekutu adalah
D=02-4(1)(4)=-16<0

Karena D < 0, maka garis y = x + 6 tidak mempunyai titik potong dengan lingkaran x2
+y2-8x-4y-4=0.

6. Alternatif Penyelesaian
Substitusi y-x+2=0<y=x-2 kelingkaran x2+y2-12x+ 8y + 20 =0, diperoleh
X2+ (x-2)2-12x+8(x-2)+20=0

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 27



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.3

S x2+x2-4x+4 -12x+8x-16 +20=0

& 2x2-8x+8=0 << x2-4x+4=0

a=1,b=-4,danc=4

Diskriminan persamaan kuadrat sekutu adalah

D=(-4)2-4(1)(4)=16-16 =0

Karena D = 0, maka garis y - x + 2 = 0 menyinggung lingkaran x2 + y2 - 12x + 8y + 20 = 0.
7. Alternatif Penyelesaian

Substitusi y = 2x + 8 ke lingkaran x2 +y2 + 4x + 2y - 20 = 0, diperoleh

x2+ (2x+8)2 +4x+2(2x+8)-20=0

Sx2+4x2+32x+64 +4x+4x+16-20=0

& 5x2+40x+60=0 < x2+8x+12=0

a=1,b=8,danc=12

Diskriminan persamaan kuadrat sekutu adalah

D=82-4(1)(12)=64-48 =16>0

Karena D > 0, maka garis y = 2x + 8 memotong lingkaran x2 + y2 + 4x+ 2y -20=0
pada dua titik.

Persamaan kuadrat sekutu adalah x2+8x+12=0 < (x+2)(x+6)=0
x=-2 ataux=-6

Untuk x=-2, makay = 2x + 8 = 2(-2) + 8 = 4, diperoleh titik (-2, 4)

Untuk x = -6, maka y = 2x + 8 = 2(—6) + 8 = —4, diperoleh titik (-2, —4)

Jadi, garis y = 2x + 8 memotong lingkaran x2 + y2 + 4x + 2y - 20 = 0 memotong
lingkaran pada titik (-2, 4) dan (-2, —4).

8. Alternatif Penyelesaian
Substitusi y = -2x+ ¢ ke lingkaran x2 +y2-4x-y+ 3 =0, diperoleh
X2+ (-2x+c)2-4x-(-2x+c)+ 3=0
SX2+4Ax2-4cx+c?2-4x+2x-c+3=0
& 5x2-(4c+2)x+(c2-c+3) =0
A=5B=-(4c+2),dan C=(c2-c+ 3)
Diskriminan persamaan kuadrat sekutu adalah
D= (-(4c+2))2-4(5)(c2-c+3)
=16c¢z2+16¢c+4 -20c%+ 20c- 60
=-4c2 + 36¢c - 56
Garis menyinggung lingkaran, berarti nilai D = 0, sehingga diperoleh:
-4c2+36c-56 =0 < 2-9¢c+14 =0 < (c-2)(c-7)=0
c-2=0atauc-7=0

c=2 atauc="7.
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E. Penilaian Diri

Isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui, berilah
penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda
pada kolom pilihan.

No Pertanyaan Tidak

Apakah Anda tahu yang dimaksud kedudukan suatu
titik terhadap lingkaran?

2 | Apakah Anda tahu yang dimaksud kedudukan suatu
garis terhadap lingkaran?

3 | Apakah Anda dapat menentukan kedudukan suatu
titik terhadap lingkaran tertentu?

4 | Apakah Anda dapat menentukan kedudukan suatu
garis terhadap lingkaran tertentu?

5 | Apakah Anda dapat menentukan unsur yang belum
diketahui dari suatu garis jika garis menyinggung
lingkaran?

1

OO0 O0OIF
O10100O

JUMLAH

Catatan:
Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka Anda dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya.
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 3
PERSAMAAN GARIS SINGGUNG LINGKARAN

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 3 ini diharapkan kalian dapat menentukan persamaan
garis singgung lingkaran yang melalui suatu titik pada lingkaran, persamaan garis
singgung lingkaran dengan gradien m, dan persamaan garis singgung lingkaran yang
melalui titik di luar lingkaran.

B. Uraian Materi
1. Persamaan Garis Singgung Melalui Sebuah Titik pada Lingkaran

Misalkan titik P(x1, y1) terletak pada

lingkaran dengan pusat O(0, 0) dan

berjari-jari r. Kemudian dibuat suatu Y/
garis singgung yang melalui titik P

seperti pada gambar.

Persamaan umum garis singgung X2 +y2=72
tersebut adalah y — y; = m(x — x¢). P(x1,y1)
Gradien garis yang menghubungkan r
titik O(0, 0) dan titik P(x1, y1) adalah

A -0 >
Mop = Az - zl—o = / 0(0,0) X
1 X1

Garis singgung lingkaran dan garis
OP saling tegak lurus sehingga

N

Garis singgung

y

m X mop =-1
-1 -1 -x
Mop % V1 Gambar 3.1. Garis singgung lingkaran
1

-x
m =—= disubstitusikan ke persamaan umum garis singgung y — y; = m(x — x4),
1

sehingga diperoleh :

V=—y1)=—"0—x)

B4

y1(y —y1) = —x1(x — x1)

V1Y —Y1? = XX + x,°

xx+yy = x%+y°

XX +yy = r?

Jadi, persamaan garis singgung melalui titik P(xq,y,;)
pada lingkaran x? + y? = r2 adalah

X x +y,y =12
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@ )

Dengan cara penurunan yang sama, persamaan garis
singgung melalui titik singgung P(x;,y;) yang terletak
pada lingkaran dengan persamaan:

a. (x—a)?>+ (y—>b)? =r? adalah
(x; —a)(x —a) + (y; = b)(y — b) = 1?

b. x2+y?+ Ax + By + C = 0 adalah

A B
x1x+y1y+5(x1+x)+5(y1+y)+C=0
\_

Contoh 1.

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik P(8, —6) pada lingkaran x? +
2 _
y“ =100.

Jawab

Kita periksa dahulu apakah titik P(8, —6) terletak pada lingkaran x2 + y? = 100.
P(8,-6) = 82+ (-6)27100

64 + 36 =100 (benar)
Berarti titik P(8, —6) terletak pada lingkaran dan merupakan titik singgung.

Persamaan garis singgung melalui titik P(8, —6) pada lingkaran x? + y? = 100 dapat
ditentukan dengan rumus

x1x +y,y =100 dengan x; = 8 dan y; = —6
8x + (—6)y = 100

8x — 6y =100

4x —3y =50 atau 4x—-3y—-50=0

Jadi, persamaan garis singgung yang melalui titik P(8, —6) pada lingkaran x2 + y? =
100 adalah 4x — 3y — 50 = 0.

Contoh 2.

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik Q(10, 9) pada lingkaran
(x +2)% + (y — 4)? = 169.

Jawab

Kita periksa dahulu apakah titik Q(10, 9) terletak pada lingkaran (x +2)% +
(y —4)? = 169.
Q(10,9) = (10+2)2+(9-4)27169
122+ 52=144 + 25 =169 (benar)
Berarti titik Q(10, 9) terletak pada lingkaran dan merupakan titik singgung.

Persamaan garis singgung melalui titik Q(10, 9) pada lingkaran (x + 2)? + (y — 4)% =
169 dapat ditentukan dengan rumus

(e +2)x+2)+ (v, —4)(y—4) =169 denganx; =10dany; =9
(10+2)(x+2)+(9—-4)(y—4) =169

12(x +2) +5(y —4) =169

12x+24+5y—-20=169 < 12x+5y—165=0
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Jadi, persamaan garis singgung yang melalui titik Q(10, 9) pada lingkaran (x + 2)% +
(y —4)? = 169 adalah 12x + 5y — 165 = 0.
Contoh 3.

Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik R(7, —2) pada lingkaran x2 + y? —
8x + 12y + 27 =0.

Jawab

Kita periksa dahulu apakah titik R(7, —2) terletak pada lingkaran x2 + y% — 8x + 12y +
27 =0.
R(7,-2) = 7?°+(-2)2-8(7)+12(-2)+277?0
49+4-56-24+2770
0 = 0 (benar)
Berarti titik R(7, —2) terletak pada lingkaran dan merupakan titik singgung.

Persamaan garis singgung melalui titik R(7, —2) pada lingkaran x? + y? — 8x + 12y +
27 = 0 dapat ditentukan dengan rumus

x1x+y1y—§(x1 +x)+12—2(y1 +y)+27=0 dengan x; =7 dany; = -2

8 12
7x+(—2)y—§(7+x)+7(—2 +y)+27=0

7x =2y —4(7+x)+6(-2+y)+27=0
7x—2y—28—4x—-12+6y+27=0
3x+4y—-13=0

Jadi, persamaan garis singgung yang melalui titik R(7, —2) pada lingkaran x? + y? —
8x + 12y + 27 = 0 adalah 3x + 4y — 13 = 0.

2. Persamaan Garis Singgung Yang Gradiennya Diketahui

Sebuah garis yang mempunyai
gradien m dan melalui titik (0, c)
dinyatakan dengan y = mx + c. Jika (0, ¢)
garis tersebut menyinggung
lingkaran  x? +y? =7r?  maka
persamaan garis singgung
lingkaran tersebut dapat diperoleh

dengan langkah-langkah berikut. 0 >

4 Garis singgung

X2+y2:r2
y=mX+C

Gambar 3.2. Garis singgung lingkaran gradien m

Substitusikan y = mx + ¢ ke dalam persamaan lingkaran x? + y? = r?

diperoleh

, sehingga

X2+ (mx+c)2=r?
X2+ m2x2+2mex +c2=r?
X2+ m2x2+2mex+ci—-r2 =0

(L+m2)x2+2mex+c2—r2 =0
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Garis menyinggung lingkaran (memotong lingkaran pada satu titik) jika nilai
diskriminan persamaan kuadrat di atas sama dengan O (D = b2 - 4ac = 0)

D=0
(2mc)2 - 4(1+m?)(c2-r7) = 0

4m2c2 — 4 (¢ + m2c?2— r2— mar?) =

|
o

4m3c2 — 4¢c2 — dmic?+ 4rz+ 4mérz = 0
—4c2 + 4r2 + 4m?rz = 0
4cz = 4rz + 4marz?
¢z = r2+ mar?

2 = r(1+ m?)

c=+rvm?+1
Jadi, persamaan garis singgung lingkaran x2 + y? = r? yang mempunyai gradien m

adalah

[ y=mx+ rym? + 1 ]

Dengan cara yang sama, persamaan garis singgung dengan gradien m pada lingkaran
dengan persamaan baku (x — a)? + (y — b)? = r? dirumuskan oleh

[ y—b=m(x—a)t rym? + 1 ]

Untuk persamaan lingkaran dalam bentuk umum x? + y? + Ax + By + C = 0, maka
terlebih dahulu diubah ke dalam bentuk baku (x — a)? + (y — b)? = r? atau langsung

menentukan pusat lingkaran (—%A, —%B) dan jari-jari r = \/%AZ +%B2 -C,

kemudian menentukan persamaan garis singgungnya dengan rumus di atas.

— Hubungan Antara Gradien 2 Garis —

Misalkan m; adalah gradien garis g; dan m; adalah
gradien garis g..
e Jika garis g; sejajar dengan garis g, maka
berlaku m; = m:
o Jika garis g; tegak lurus garis g, maka berlaku
-1

m; xm; = —1 atau my =
2

Contoh 4.
Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x? + y? = 36 yang bergradien 2.
Jawab

Diketahui r = 6 dan m = 2, maka persamaan garis singgungnya adalah
y=mxtrvm? + 1
& y=2x+6V2%2 + 1
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o y=2x+6V5
Jadi, persamaan garis lingkaran x2 + y? = 36 yang bergradien 2 adalah

y = 2x + 6V5 dan y = 2x — 6V/5.

Contoh 5.

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x +2)?+ (y —4)? = 169 yang
sejajar dengan garis y =3x + 5.

Jawab

Garis y = 3x + 5 mempunyai gradien m; = 3. Garis singgung lingkaran sejajar garis y =
3x + 5, berarti gradien garis singgung adalah m = 3. (sejajar, maka m = m)

Jari-jari lingkaran r= /169 = 13, maka persamaan garis singgungnya adalah
y—-b)=m(x—-a)xrym?+1
(y—4)=3(x+2)+13{/32+1
y=3x+6+4+13V10
y =3x + 10 + 1310
Jadi, persamaan garis singgung lingkaran (x + 2)% + (y —4)? = 169 yang sejajar
dengan garis y = 3x+ 5 adalah y = 3x + 10 + 13v/10 dany = 3x + 10 — 13+/10.
Contoh 6.

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? —6x +8y =0 yang
tegak lurus dengan garis 3x+ 4y-8=0

Jawab
Garis 3x+ 4y-8=0 & 4y =-3x+8
&S y= —%x + %,berarti gradien m; = —%.
Garis singgung lingkaran tegak lurus garis 3x + 4y - 8 = 0, sehingga berlaku :
-1 -1 4
e 3273

4
Pusat lingkaran (—%A, —%B) = (—%(—6), —%(8)) =(3,-4)

Jarijari r = \/%AZ +2B2—C= \/i (—6)>+5(8)2—0=V9+16=5

maka persamaan garis singgungnya adalah

y—=b)=m(x—a)trym? + 1

2

(y+4)=g(x—3)i5 G) +1

+4 _2 3)£5 16+9
G+ =3E-3%5 T+

(y+4)=§(x—3)15<g)

3(y+4)=4(x—-3)£ 25
3y+12=4x—12+ 25
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3y =4x — 24+ 25
4x —3y— 24+25=0

Jadi, persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? — 6x + 8y = 0 yang tegak
lurus dengan garis 3x+ 4y-8=0adalah 4x -3y +1=0 dan 4x -3y —49=0.

3. Persamaan Garis Singgung Melalui Suatu Titik Di Luar Lingkaran

Dari sebuah titik P (x4, y;) di luar
lingkaran selalu dapat dibuat
dua buah garis singgung pada
lingkaran (lihat gambar).
Persamaan garis singgung
melalui titik P(x;,y,) di luar
lingkaran dapat ditentukan
dengan 3 cara:

garis kutub

a. Menggunakan diskriminan
persamaan kuadrat
sekutu.

b. Menggunakan rumus
persamaan garis singgung

dengan gradien diketahui. S P(xy,y )\
vY1

c. Mencari titik singgung
dengan cara menentukan
persamaan garis kutub
(polar) dari titik P dan Gambar 3.3. Garis singgung lingkaran melalui titik di
memotongkannya dengan luar lingkaran
lingkaran.

Contoh

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? = 36 yang melalui titik
P(8, 0) di luar lingkaran.

Jawab
a. Dengan menggunakan diskriminan persamaan kuadrat sekutu

Titik P(8, 0) terletak di luar lingkaran x? + y? = 36, karena 82 + (0)2 = 64 > 36.
Persamaan garis singgung melalui titik P(8, 0) dimisalkan

y -y =m(x - xi)

y-0=mx-8) & y=mx-8m ... (")
Persamaan y = mx - 8m disubstitusikan ke dalam persamaan lingkaran, diperoleh
persamaan kuadrat sekutu,

x2+y2= 36

x2+(mx-8m)2= 36

X2+ m2x2 - 16m2x + 64m? = 36

(1+m2)xz - 16m2x + (64m? - 36) =0

diperoleh a= (1+m?), b= -16m?, dan c = 64m? - 36

Agar garis menyinggung lingkaran, maka diskriminan persamaan kuadrat sekutu
sama dengannol (D=0)

D = b2 - 4ac
(-16m2)2 - 4(1 + m2)(64m2-36) = 0
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256m*+ - 4(64m2 -36 + 64m* - 36m2) = 0
256m* - 4(28mz -36 + 64m*) = 0

256m4 - 112 m? + 144 - 256m+ =0
-112m?2 +144 =0

112m? = 144
7Tm2 = 9 v (kedua ruas dibagi dengan 16)
9
2 - =
™=y
9 3 3
= Z=4—=4-4/7
m=t o=t = £2V7
3 3
m=7\/7 atau m = —7\/7

Nilai gradien m yang diperoleh disubstitusikan ke dalam persamaan (*) sehingga
diperoleh dua garis singgung, yaitu:

y = mx - 8m dan y = mx - 8m

yzg 7x—8(%\/7) y:—; 7x—8(—;\/7)
y=§7x—%7 yz—; 7x+%7
3V7x - 7y -247=0 3V7x + 7y =247 =0

b. Menggunakan rumus persamaan garis singgung dengan gradien m

Persamaan garis singgung melalui titik P(8, 0) dimisalkan
y -y =m(x - xi)
y-0=mx-8) & y=mx-8m ... (")

Persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 = 36 dengan gradien m adalah
y =mx+rvm? + 1 dengan r2=36 = r=6
y=mx+6vmZ + 1 v (**

Selanjutnya ruas kanan persamaan (*) dan (**) disamakan, sehingga diperoleh,
mx+6vm?2 + 1 = mx - 8m
+6vmZ ¥ 1 = -8m

36(m? + 1) = 64m? ....ceeeerrnnn, (kedua ruas dikuadratkan)
36m? + 36 = 64m?
28 m? = 36
7m2 =9 e (kedua ruas dibagi 7)
9

2_ 2

™=y
9 3 3

=+ |[2=4+—=+247

m=t o=47 _7\/_
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Selanjutnya nilai m disubstitusikan ke dalam persamaan (*) sehingga diperoleh dua
garis singgung seperti pada cara diskriminan, yaitu

yz%xﬁx—zéxﬁ dan y:—gxﬁx+274 7
< 3V7x - 7y =247 =0 dan 3V7x + 7y -24\7= 0

c¢. Menggunakan Persamaan Garis Kutub

Persamaan lingkaran xZ +yZ = 36
Karena P(x;, y1) = P(8, 0) di luar lingkaran maka persamaan garis kutubnya adalah

X1 X +y1y = 36

8x +0y =136
36 9

8 2
Untuk menentukan titik singgungnya, substitusikan x =

N | ©

ke persamaan lingkaran,
diperoleh:
x2 + y2 = 36
2
@)
81

2 = - —
yz =36 .

63 ’63 3
2 = — = —_ = -
y . S + " i2V7
9

Diperoleh titik singgung lingkaran G, %\/7) dan (E’ —;\/7)

Persamaan garis singgung lingkaran: x; x + y;y = 36.

Untuk G, %\/7) diperoleh persamaan gx + ;ﬁy =36 < 3x+V7y—24=0.
Untuk G —;\/7) diperoleh persamaan%x - ;ﬁy =36 < 3x -7y —24=0.

- Persamaan Garis Kutub N\

Apabila titik P(xq, y;) di luar lingkaran, maka persamaan
garis kutub (polar) sebagai berikut.

K/

s X2+ y?=r2 persamaan garis kutub adalah
X1X + Y1y = r2

(x-a)?2+ (y-b)?2= r2 persamaan garis kutub
adalah (x;-a)(x-a)+ (y1-b)(y-b)=r?

x2+y2+Ax + By + C=(0 persamaan garis kutub
adalah

A B
x1x+y1y+E(x1+x)+§(y1+y)+C=0
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C. Rangkuman

e  Persamaan garis singgung melalui titik P(x, y;) pada lingkaran x2 + y? = r?

adalah x;x + y;y = 2.

e  Persamaan garis singgung melalui titik P(x,y;) pada lingkaran (x — a)? +
(y —b)? =r?adalah (x; —a)(x —a) + (y; — b)(y — b) =12

e  Persamaan garis singgung melalui titik P(x,y;) pada lingkaran x2 + y? + Ax +
By+(C= 0adalahx1x+y1y+§(x1 + x) +§(y1 +y)+C=0.

e  Persamaan garis singgung lingkaran x? + y? = r? yang mempunyai gradien m
adalahy = mx + rvm? + 1.

e  Persamaan garis singgung lingkaran (x — a)? + (y — b)? = r? yang mempunyai
gradien m adalah (y —b) = m(x —a) + rvm? + 1.

e Persamaan garis singgung melalui titik P(x;,y;) di luar lingkaran dapat
ditentukan dengan 3 cara, yaitu:
1. menggunakan diskriminan persamaan kuadrat sekutu.
2. menggunakan rumus persamaan garis singgung dengan gradien diketahui.
3. mencari titik singgung dengan cara menentukan persamaan garis kutub
(polar) dari titik P dan memotongkannya dengan lingkaran.

D. Latihan Soal

1. Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik K(-5, 7) pada lingkaran
x2+y2= 174,

2. Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik M(2, 4) pada lingkaran
(x+4)2+(y-2)2= 40.

3. Tentukan persamaan garis singgung yang melalui titik P(8, 2) pada lingkaran xZ +y?
—12x+4y+20=0.

4. Persamaan garis singgung pada lingkaran
x2+ y2= 100 di titik (-8, 6) menyinggung
lingkaran dengan pusat (—4, 8) dan jari-jari
r seperti pada gambar. Tentukan nilai r.

(-8,6)
x2+ y2=100 o
garis singgung

5. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran x2 + y2 = 20 yang bergradien
2.

6. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran xZ + y2 = 16 yang tegak lurus
garis 2x-y-8=0.

7. Tentukan persamaan garis singgung yang sejajar garis y + 2x - 1 = 0 pada
lingkaran (x - 2)2 + (y - 1)2 = 25.
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8. Garis x=5 memotong lingkaran x? + y? - 4x - 6y - 12 =0 di dua titik.

a. Tentukan koordinat kedua titik tersebut
b. Tentukan persamaan garis singgung lingkaran melalui dua titik tersebut.

9. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran x2 + y2 = 25 yang melalui
titik T(7, 0) di luar lingkaran.

10. Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran x2 + y2 = 25 yang melalui
titik (-1, 7) di luar lingkaran.

1
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PEMBAHASAN LATIHAN SOAL KEGIATAN PEMBELAJARAN 3

1. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung yang melalui titik K(-5, 7) pada lingkaran x2 + y2 = 74
adalah
X1 Xx+y,y =74 denganx; =-5dany; =7
—5Sx+7y =74
—5x+4+7y—74=0 atau 5x—-7y+74=0

2. Alternatif Penyelesaian
persamaan garis singgung yang melalui titik M(2, 4) pada lingkaran (x + 4)? + (y - 2)?
= 40 adalah
(1 +Hx+4)+ (1 —2)(y—2) =40 denganx; =2 dany; =4
R+Hx+4H)+(@-2)(y—2)=40
6(x+4)+2(y—2)=40
6x +24+2y—4=40
6x+2y—20=0 < 3x+y—-10=0

3. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung yang melalui titik P(8, 2) pada lingkaran x2 + y? — 12x +
4y + 20 = 0 adalah

x1x+y1y—12—2(x1+x)+%(y1 +y)+20=0 denganx;=8dany;=2

12 4
8x+2y—7(8+x)+§(2+y)+20=0

8x+2y—48—-6x+4+2y+20=0
2x+4y—24=0 atau x+2y—-12=0

4. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y2 = 100 di titik (-8, 6) adalah

x1x +y,y =100 denganx;=-8dany;=6
—8x + 6y =100
—4x+3y—50=0

Jari-jari r lingkaran kedua adalah jarak titik pusat (-4, 8) ke garis singgung
—4x+3y—50=0

|-4(—4) +3(8) — 50| |16+ 24—-50] |-10] 10
r = = = = — =
[(—4)2 + 32 V16 +9 V25 5

5. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung pada lingkaran xZ + y2 = 20 yang bergradien 2.

Diketahui r = ¥20 dan m = 2, maka persamaan garis singgungnya adalah
y=mxtrvm? + 1

o y=2x++20V22 + 1

& y=2x+V100 < y=2x +10

Jadi, persamaan garis lingkaran x? + y? = 20 yang bergradien 2 adalah
y=2x+10 dan y = 2x — 10.

6. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung lingkaran x? + y2 = 16 yang tegak lurus garis 2x-y-8=0.

Garis 2x-y-8=0 & y =2x-8 berarti gradien m; = 2.
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Garis singgung lingkaran tegak lurus garis 2x -y - 8 = 0, sehingga berlaku :
-1 -1 1

my 2 2
Jari-jari lingkaran r= +/16 = 4 maka persamaan garis singgungnya adalah

y=mxtrvm? + 1
1 1\?
@y-—;xi4 (_E) +1

o y=—ix+4 /i+1

= y=——xi4\/§ = y=—%x12\/§

N | =

N | =

Jadi, persamaan garis lingkaran xZ + y? = 16 yang tegak lurus garis 2x -y -8=0
adalah y = —%x +2v5dan y = —%x— 2+/5.

7. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung yang sejajar garis y + 2x -1 =0 pada lingkaran (x - 2)2 +
(y-1)2=25.
Garisy + 2x - 1 = 0 & y = —2x + 1 mempunyai gradien m; = —2. Garis singgung
lingkaran sejajar garis y + 2x - 1 = 0, berarti gradien garis singgung adalah m = —2.
(sejajar, maka m = m1)

Jari-jari lingkaran r = /25 = 5, maka persamaan garis singgungnya adalah
(y—Db) =m(x—a)ir\/m
y-1)=-2-2)+5/(-2)>+1
y=-2x+4+1+5V5
y=-2x+5+5V5

Jadi, persamaan garis lingkaran (x - 2)2 + (y - 1)2 = 25 yang sejajar garis y+2x-1=0
adalahy = —2x + 5+ 5v5 dan y = —2x + 5 — 5v5.

8. Alternatif Penyelesaian
a. substitusi x =5 ke lingkaran x? + y? — 4x — 6y — 12 = 0, diperoleh

52+ y2—4(5)—6y—12=0

25+y2-20-6y-12=0

y2-6y-7=0

v+1)y-7)=0

y+1=0atauy-7=0

y=-latauy=7

sehingga diperoleh koordinat titik potong garis x = 5 dengan lingkaran x? + y? —
4x — 6y — 12 = 0 adalah (5,-1) dan (5, 7)

b. Persamaan garis singgung lingkaran x? + y? —4x —6y — 12 =0
melalui titik (5, -1) pada lingkaran:
x1x + y1y —%(xl + x) —g(h +y)—12 =0 denganx; =5dany; =-1
5x -1y —2(5+x)—-3(-1+y)—12=0
S5x-y—-10—-2x+3-3y—-12=0
3x—4y—-19=0

melalui titik (5, 7) pada lingkaran:
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x1x+y1y—%(x1+x)—§(y1 +y)—12=0 denganx;=5dany:=7

5x+7y—205+x)-3(7+y)—12=0
5x+7y—10—-2x—-21-3y—-12=0
3x+4y—-43=0

9. Alternatif Penyelesaian
Persamaan garis singgung pada lingkaran x2? + y2 = 25 yang melalui titik T(7, 0) di
luar lingkaran.

Karena T(xi;, y1) = T(7, 0) di luar lingkaran maka persamaan garis kutubnya adalah
X1x +y1y = 25
7x + Qy = 25
25
X = —
7

25
Untuk menentukan titik singgungnya, substitusikan x = ~ ke persamaan lingkaran,

diperoleh:
x2 +y2 =25
2
(5 e
625
kY
600 600 10
2 = — = —_— —_—
Y 20 =7 + 49 + 7 V6

Diperoleh titik singgung lingkaran (?, 1—70\/3) dan (2—75, —170\/8)

Persamaan garis singgung lingkaran: x; x + y;y = 25.
Untuk (g, ? 6) diperoleh persamaan garis singgung 275x + 1—70\/331 =25
& 25x 4+ 10v/6y — 175 = 0.
25 10 . - 25 10
Untuk (7, - 7\/3) diperoleh persamaan garis singgung —Xx = 7\/53/ =25
< 25x —10V/6y — 175 = 0.
10. Alternatif Penyelesaian

Persamaan garis singgung pada lingkaran x2 + y2 = 25 yang melalui titik (-1, 7) di
luar lingkaran.

Misalkan garis singgung lingkaran adalah

y-7=mx+1) © y=mx+m+7

Substitusi y = mx + m + 7 ke lingkaran x2 + y2 = 25, sehingga diperoleh
X2+ (mx+m+7)2=25

x2+m2x2+2mx(m+7)+ (m+7)2=25
(L+m2)x2+ (2m2+14m)x+ m2+14m+24=0

Syarat garis menyinggung lingkaran adalah D = 0, sehingga diperoleh:

(2m2+14m)2-4(1+m2)(m2+14m+24)=0

4m*+56m3 +196m?2 - 4m?2-56m-96 - 4m*-56m3-96m2=0
96m2-56m-96=0

12m2-7m-12=0

(Bm-4)(4m+3)=0

m =§ atau m = —%

Substitusikan nilai m ke y = mx + m + 7, diperoleh
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Yy =3

+2+7 >3y =4x+4+21 © 4x—3y+25=0

dany=—>x—2+7 = 4y =—3x—3+28 © 3x+4y—25=0

Jadi, persamaan garis singgung lingkaran x2 + y2 = 25 yang melalui titik (-1, 7) di

luar lingkaran adalah 4x — 3y + 25 =0 dan 3x +4y — 25 =0.

E. Penilaian Diri

Isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui, berilah

penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda

pada kolom pilihan.
No Pertanyaan Ya Tidak
Apakah Anda tahu yang dimaksud garis singgung
1 lingkaran? O O
Apakah Anda tahu yang dimaksud gradien dari suatu
2 persamaan garis lurus? O O
3 Apakah Anda dapat menentukan persamaan garis O Q
singgung lingkaran yang melalui titik pada lingkaran?
4 Apakah Anda dapat menentukan persamaan lingkaran O Q
yang memiliki gradien m?
5 Apakah Anda dapat menentukan persamaan garis O O
singgung lingkaran melalui titik di luar lingkaran?
6 Apakah Anda dapat menyelesaikan masalah yang O O
terkait persamaan garis singgung lingkaran?
JUMLAH
Catatan:

Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka Anda dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya.
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 4
KEDUDUKAN DUA LINGKARAN

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 3 ini diharapkan kalian dapat menentukan kedudukan
dua lingkaran, menentukan persamaan berkas lingkaran, dan menyelesaikan masalah
terkait kedudukan dua lingkaran.

B. Uraian Materi

1. Kedudukan Dua Lingkaran

Misalkan terdapat dua buah lingkaran L1 dan L,, dimana

Li=x? +y? + A;x + B;y + C; = 0 dengan pusat P; dan jari-jari 7y,

Lo=x? + y? + A,x + B,y + C, = 0, dengan pusat P, dan jari-jari r,.
Kedudukan dari kedua lingkaran L; dan L; ada beberapa kemungkinan, yaitu:
a. Dua lingkaran berpotongan

Perhatikan gambar di samping! garis kuasa
Lingkaran L; dan L; berpotongan
di dua titik, D dan E. Segmen
garis DE disebut tali busur
sekutu.

Perhatikan segitiga DP1P,. Dalam
ketaksamaan segitiga diketahui
bahwa jumlah dua sisi segitiga
selalu lebih besar dari pada sisi
ketiganya. = Berdasarkan  hal
tersebut, maka dua lingkaran
berpotongan jika jarak

PiP;<ri+rs. .
Gambar 4.1. Dua lingkaran berpotongan

b. Dua lingkaran bersinggungan

Ada dua kemungkinan untuk dua
lingkaran saling bersinggungan,
yaitu bersinggungan luar atau
bersinggungan dalam.

Pada gambar di samping
ditunjukkan dua lingkaran yang
saling bersinggungan luar. Hal
ini dapat terjadi jika jarak antara
kedua pusat lingkaran sama
dengan jumlah jari-jari kedua
lingkaran tersebut.

Bersinggungan Luar:
P1P2 =ri+r;.

Gambar 4.2. Dua lingkaran bersinggungan luar
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Pada gambar di samping ditunjukkan
dua lingkaran yang saling
bersinggungan dalam.

Hal ini dapat terjadi jika jarak antara
kedua pusat lingkaran sama dengan
selisih jari-jari kedua lingkaran
tersebut.

Bersinggungan dalam:

P1P; = |r1 - 12|

Gambar 4.3. Dua lingkaran bersinggungan dalam

. Dua lingkaran tidak berpotongan atau bersinggungan

Pada gambar di samping L,
ditunjukkan dua lingkaran yang I

tidak berpotongan atau y

bersinggungan. Hal ini dapat

terjadi jika jarak antara kedua

pusat lingkaran lebih besar

daripada jumlah jari-jari kedua

lingkaran tersebut.

Tidak Berpotongan :

PPy > 1y + 1 Gambar 4.4. Dua lingkaran tidak berpotongan

. Dua lingkaran berpotongan tegak lurus (Orthogonal)

Dua lingkaran dikatakan

berpotongan orthogonal (tegak

lurus) jika garis singgung kedua

lingkaran yang melalui titik Q
potong kedua lingkaran 2
membentuk sudut 90° (atau

saling tegak lurus), seperti yang

ditunjukkan pada gambar di

samping.

Dua lingkaran berpotongan

tegak lurus jika dipenuhi syarat

kuadrat jarak antara pusat

kedua lingkaran (P1P.2) sama
dengan jumlah kuadrat jari- Gambar 4.5. Dua lingkaran berpotongan
jarinya (r2 + rz2). tegak lurus

Dua lingkaran orthogonal : (P1P2)2 =r? + 122,

Catatan:

Jika lingkaran L; = x? + y2 + A;x + B;y + C; = 0 dan lingkaran L, = x% +y? +
A,x + B,y + C, = 0, maka kedua lingkaran juga akan berpotongan tegak lurus jika
memenuhi syarat:

2A1A; + 2B1B;=C; + C;
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e. Lingkaran L; memotong dan membagi dua sama besar lingkaran L;

Gambar di samping menunjukkan
lingkaran L, membagi dua sama
besar lingkaran Li. Hal ini terjadi
jika dipenuhi syarat kuadrat jarak
antara pusat kedua lingkaran
(P1P22) sama dengan selisih
kuadrat jari-jarinya (r22 - ri2).

Lingkaran L; memotong dan
membagi dua sama besar
lingkaran L :

(P1P2)2 =122 -112

Gambar 4.6. Dua lingkaran berpotongan
membagi dua sama besar

Contoh 1.

Tunjukkan bahwa lingkaran x2 + y% — 16x — 20y + 115 = 0 dan lingkaran x? +
y? 4+ 8x — 10y + 5 = 0 saling bersinggungan dan carilah titik singgungnya.

Jawab
Misalkan kedua lingkaran adalah L; dan L.
Li=x?+y?—16x—20y +115=0

Pusat P1(— > (—16), - (=20) )= P1(8, 10)

Jari-jari r; =v82 + 102 — 115 = /64 + 100 — 115 =49 = 7

Li=x>+y?+8x—10y+5=0
Pusat Po(— 2 (8), -3 (—10) )= P2(-4, 5)
Jari-jari r2=./(—4)2+52-5=v16+25-5=v36=6
Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dibandingkan jarak
antara pusat P1P; dengan jumlah jari-jari kedua lingkaran ri + r».
Jarak P1P, =jarak antara titik (8, 10) dan (-4, 5)
PiP, =,/(8 — (—4))%2 + (10 — 5)2
=122 + 52 =144 + 25
=+169 = 13

Jumlah jari-jari r1+r;=7+6=13

Karena PiP, =ri + r;, maka kedua lingkaran bersinggungan luar.

Untuk menentukan koordinat titik
singgung kedua lingkaran dapat
digunakan rumus perbandingan
segmen garis berikut ini.

P1Q:QP2=7:6
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7P, + 6P,

746

_ 7(~4, 5)+6(8, 10) _(~28, 35)+(48, 60)
- 13 - 13

(20, 95) (20 95
X’ = —_—, —
() 13 13 13

Koordinat Q = (x,y) =

xy)

Jadi koordinat titik singgung kedua lingkaran adalah Q[%, i—;’j .
Contoh 2.

Diketahui lingkaran Li = x? + y2 + 6x + 5 = 0 dan L= x2 + y? — 4x = 0. Selidiki,
apakah kedua lingkaran tersebut berpotongan?

Jawab
Li=x2+y2+6x+5=0
Pusat P1(-3(6),-1(0)) = P1(-3, 0)

Jari-jari r1= \(—=3)*+0?—-5=/9-5=4=2

Lo=x?+y?—4x=0
Pusat P2(—$(-4),—1(0))= P2(2, 0)

Jari-jari r; = 22 +0? -0 =4 =2

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dibandingkan jarak
antara pusat P1P, dengan jumlah jari-jari kedua lingkaran ry + r».

Jarak P1P; =jarak antara titik (-3, 0) dan (2, 0)

PiP; =/(=3 —2)% + (0 — 0)?

=(-5)2=+25=5

Jumlah jari-jari r1+r=2+2=4

Karena PiP, > ri1 + r;, maka kedua lingkaran tidak saling berpotongan.

Contoh 3.

Diketahui dua lingkaran L; = x? + y? — 4x — 1 = 0 dan lingkaran L, = x? + y% —
8x + 2y — 3 = 0. Tentukan banyak garis singgung persekutuan dari dua lingkaran
tersebut.

Jawab

Untuk mengetahui banyak garis singgung persekutuan dua lingkaran, kita perlu
mengetahui kedudukan kedua lingkaran.

Li=x?24+y2—-4x—-1=0
Pusat P1(—(—4),— 1 (0) )= P1(2, 0)
Jarijari ri=422+02—(-1)=V4+1=+5

Li=x?+y?—-8x+2y—3=0
Pusat P>(—(=8),—3 (2))= P2(4,-1)
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Jari-jari r2=/42 + (-1)2 — (-3) =V16 + 1 + 3 =20 = 25

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dihitung jarak

antara pusat P1P, r1 + rz, dan |r; — ry].

Jarak P1P; =jarak antara titik (2, 0) dan (4, -1)

PP, = /(2 —4)2 + (0 — (—1))?
=J(=22+12=V4+1
=5

ri+r;=v5+ 25 =345
|r1—r2|=|\/§—2\/§|= |—\/§|=\/§

garis singgung
persekutuan

Karena PiP, = |r; — |, maka kedua lingkaran bersinggungan dalam.

Dua lingkaran yang bersinggungan dalam hanya dapat dibuat satu garis singgung

persekutuan.

2. Berkas Lingkaran

Misalkan dua lingkaran Li = x? + y% + A;x + B;y + C; = 0 berpotongan dengan
lingkaran L =x? + y? + A,x + B,y + C, = 0 pada dua titik potong, D dan E, dengan
DE disebut tali busur sekutu. Dari tali busur sekutu (DE) ini bisa dibuat sejumlah

lingkaran yang disebut sebagai berkas lingkaran.

N
.
/ .
.

garis kuasa e

Ll_L2=0

. Salah satu berkas

e _~» lingkaran
‘\‘ L1 + ﬂ/Lz =0

Gambar 4.7. Berkas lingkaran

Gambar di atas menunjukkan salah satu berkas lingkaran yang melalui titik potong
kedua lingkaran (D dan E), dimana garis DE adalah bagian dari garis kuasa kedua
lingkaran yang memenuhi persamaan Li; - L, = 0. Berkas lingkaran terdiri atas
sejumlah lingkaran yang memenuhi suatu persamaan umum tertentu, dengan

parameternya saja yang berbeda.

Misalkan parameter ini diberi simbol A (dibaca “lamda”) maka persamaan berkas
lingkaran mirip persamaan garis kuasa L; - Lz = 0 dengan menyisipkan parameter A
pada L, sehingga persamaan berkas lingkaran untuk kedua lingkaran L: dan L

adalah berkas lingkaran L, + ALz = 0.
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[ Persamaan berkas lingkaran: Li+AL2=0 }

Salah satu persamaan berkas Li + AL, = 0 yang melalui titik potong D dan E
ditunjukkan pada gambar di atas. Himpunan semua lingkaran yang memenuhi L1 +
ALz = 0 disebut berkas lingkaran dengan L; dan L; sebagai lingkaran dasar.

Kita akan menganalisis persamaan berkas lingkaran dengan mengubah ke bentuk
umum persamaan lingkaran berikut ini.

Li+ALz=0 .. ™
S X2+y2+ Ax+By+Ci+A(X2+y2+Ax+ By +C2)=0 ... **
S (xX2+Ax2)+ (2 +W2) + (Aix+ AAz2x) + (Biy + AB2y) + (C1+ AC2) =0
S (T+A)x2+ (1 +A)y2+ (A1 +AA)x+ (Bi+AB2)y + (C1+AC2) =0
Bagi kedua ruas di atas dengan (1 + 1) diperoleh

A1+/1A2X+Bl+ley+C1+iC2:0 ............. (***)
1+ 1+2 1+4

X+ yi+

Persamaan (***) di atas menunjukkan suatu persamaan lingkaran untuk setiap nilai
A. Perhatikan beberapa kasus di bawah ini.

1. Jika A = 0, maka dari persamaan berkas lingkaran (*), yaitu L; + AL, = 0 akan
diperoleh L;=0.
2. Jika A — oo maka dari persamaan (***) diperoleh,

x+ﬁy+£:0
A A

x*+y*+Ax+B,y+C,=0 atau L,=0

A
x4+ yt+ 2

3. Jika A =-1, maka dari persamaan berkas lingkaran (*) diperoleh,
Li+AL;=0
Li+(-1)L2=0
Li-L2=0
artinya garis kuasa terhadap lingkaran L; dan L; termasuk salah satu persamaan
berkas lingkaran. Garis kuasa dapat dianggap sebagai lingkaran dengan pusat
pada garis hubung titik pusat kedua lingkaran dan terletak di tak hingga,
sehingga busurnya berupa garis lurus.

Contoh 4.

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran Li=x2 +y2 + 2x +
2y-2=0 dan Ly=x% +y2 + 4x - 8y + 4 = 0, serta melalui titik asal (0, 0).

Jawab

Lingkaran yang dicari melalui titik potong lingkaran L; dan L; , dan ini merupakan
salah satu anggota dari berkas lingkaran L; dan L; yang dirumuskan oleh persamaan
L;+ ALz =0.

L1+ AL2 =0 dengan A sebagai parameter

XZ+y2+2x+2y—2+7\,(X2+y2+4-x—8y+4')=0 ............. (*)
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Persamaan (*) melalui titik asal (0, 0), berarti x = 0 dan y = 0 dapat disubstitusi ke
persamaan (*) untuk menghitung parameter A.

02+02+2(0)+2(0)-2+A(02+02+4(0)-8(0)+4)=0

“2+0(4) =0
40 =2

L 2.1

4 2

Substitusi nilai parameter A = % ke persamaan (*) untuk memperoleh persamaan
lingkaran tersebut.
1
X2+ Y2+ 2x+2y-2 +E(X2 +y2+4x-8y+4)=0 ... kalikan dengan 2

S 2X2+2y2+4x+4y -4+ (x2+y2+4x-8y+4)=0
& 2x2+x2+2y2+y2 +4x+4x +4y-8y -4+4 =0

< 3x2+3y2+8x-4y =0

Jadi, persamaan lingkaran yang dimaksud adalah 3x2 + 3y2 + 8x -4y = 0.

Contoh 5.

Diketahui lingkaran A dengan pusat (0, 1) dan jari-jari 3 satuan, dan lingkaran B
dengan pusat (0, -1) dan jari-jari 3. Tentukan persamaan berkas lingkaran yang
terbentuk dari kedua lingkaran tersebut dan melalui pusat lingkaran B.

Jawab

Persamaan lingkaran A adalah La= x2+ (y-1)2=9
Persamaan lingkaran B adalah L= x2+ (y + 1)2=9

Persamaan berkas lingkaran yang dimaksud adalah,
La+ALeg=0
X+ (y-1)2-9+A(x2+(y+1)2-9)=0
S X2+y2-2y+1-9+A(x2+y2+2y+1-9)=0
S X2+y2-2y-8+A(x2+y2+2y-8)=0 ....... )

Berkas lingkaran melalui titik pusat lingkaran B, yaitu (0, -1), berartix=0dany =-1
dapat disubstitusi ke persamaan (*) untuk menghitung parameter A.

& (0)2+(-1)2-2(-1) -8+ A((0)2 + (-1)2 +2(-1) -8) =0
o 0+1+2-8++A(0+1-2-8)=0

& -5+1(-9)=0
=

-9L=5 & k=—§
9

TR 5
Substitusi nilai parameter A = 3 ke persamaan (*) untuk memperoleh persamaan

lingkaran tersebut.
xX2+y2-2y-8 —g(XZ +y2+2y-8)=0 .o Kalikan dengan 9

& 9x2+9y2-18y-72-5(x2+y2+2y-8)=0
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& 9x2+9y2-18y-72-5x2-5y2-10y+40=0
& 4x2+4y2-28y-32 =0
& x2+y2-7y-8 =0

Jadi, persamaan lingkaran yang dimaksud adalah x2+y2-7y-8 =0.

C. Rangkuman

e Misalkan lingkaran L1 dengan pusat Pi dan jari-jari r1, dan lingkaran L2
dengan pusat P: dan jari-jari r2. Lingkaran L1 dan L2 berpotongan pada
dua titik jika jarak P1iP2<ri+r2.

e Misalkan lingkaran L1 dengan pusat Pi dan jari-jari ri, dan lingkaran Lz
dengan pusat P2 dan jari-jari r2. Lingkaran Li dan L2 bersinggungan luar
jika jarak PiP2=r1+r2.

e Misalkan lingkaran L1 dengan pusat Pi1 dan jari-jari ri, dan lingkaran Lz
dengan pusat P2 dan jari-jari r2. Lingkaran Li dan L2 bersinggungan
dalam jika jarak Pi1P2=|r1-rz|.

e Misalkan lingkaran L1 dengan pusat Pi1 dan jari-jari ri, dan lingkaran Lz
dengan pusat P2 dan jari-jari r2. Lingkaran L1 dan L2 berpotongan tegak
lurus jika jarak (P1P2)? =ri% + r22.

e Misalkan lingkaran L1 dengan pusat Pi dan jari-jari ri, dan lingkaran L2
dengan pusat P: dan jari-jari r2. Lingkaran L2 memotong dan membagi
dua sama besar lingkaran L1 jika jarak (P1P2)? =r2%-ri2.

e Misalkan dua lingkaran Li dan Lz. Berkas lingkaran dari L1 dan L2 adalah
lingkaran-lingkaran yang dibuat melalui titik potong lingkaran Li dan L2
dengan persamaan Li+ ALz =0.

D. Latihan Soal

1. Tunjukkan bahwa lingkaran Li=x2+y2+ 10x+4y -7 =0dan L,=x2+y2-18x+
4y + 21 = 0 bersinggungan luar. Tentukan titik singgung tersebut.

2. Tunjukkan bahwa lingkaran Li=x2+y2 + 6x - 2y - 54 =0 dan Ly =x2+y2 - 22x -
8y + 112 = 0 tidak saling berpotongan.

3. Lingkaran-lingkaran x2 + y2 - 16x - 20y + 115=0dan x2 + y2+ 8x - 10y + 5= 0
saling bersinggungan. Tentukan persamaan lingkaran yang berpusat di titik
singgung tersebut dan memiliki jari-jari Y.

4. Mesin dalam sebuah pabrik penggilingan tepung memiliki roda A yang
menggerakkan roda B melalui sebuah rantai. Dengan sumbu-sumbu koordinat,
ditunjukkan roda A memiliki jari-jari 10 unit dan menyentuh kedua sumbu.

a. Tentukan persamaan roda A.

b. Jika roda B memiliki persamaan x2 + y2 + 28x + 147 = 0 dan 1 unit = 10 cm,
hitunglah:
(i) jarak antara pusat kedua roda
(ii) celah terpendek di antara kedua roda
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5.

6.

Surat kabar dicetak oleh lithograph, cetakan berita yang harus bergerak melalui
tiga buah pemutar (roller), yang diilustrasikan pada gambar sebagai tiga buah
lingkaran. Pusat-pusat A, B, dan C dari ketiga lingkaran adalah kolinear (terletak
pada suatu garis lurus). Persamaan lingkaran luar masing-masing adalah (x +
12)2 + (y + 15)2 = 25 dan (x - 24)2 + (y - 12)2 = 100. Tentukan persamaan
lingkaran di tengah.

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran Li=x2 + y2 +
2x+2y-2=0 dan L= x2+y2 + 4x -8y + 4 = 0, serta melalui titik (2, -1).

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik potong lingkaran Li= x2 + y2 +
2x+3y-7=0danL; =x2+y2+ 3x-2y-1=0, serta melalui titik (1, 2).

1
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PEMBAHASAN LATIHAN SOAL KEGIATAN PEMBELAJARAN 4
1. Alternatif Penyelesaian
Li=x2+y2+10x+4y-7=0
Pusat Py(— (10), — 3 (4) )= P1(-5,-2)

Jarijari ri=,/(=5)2+ (-2)2—(-7) =V25+4+7 =36 =6
Lo=x2+y2-18x+4y+21=0

Pusat P,(— 2 (~18), - (4) )= P2(9,-2)
Jaridari r2=/92 + (—2)2—21 =Bl +4—21 =64 =8

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dibandingkan jarak
antara pusat P1P; dengan jumlah jari-jari kedua lingkaran r + r».

Jarak P1P; =jarak antara titik (-5, -2) dan (9, -2)
PPy =y/(9 = (=5)) + (=2 - (-2))*
=142 + 02 = /142 = 14

Jumlah jari-jari r1+r,=6+8=14

Karena P1P, =ri + r;, maka kedua lingkaran bersinggungan luar.

Untuk menentukan koordinat titik
singgung kedua lingkaran dapat
digunakan rumus perbandingan
segmen garis berikut ini.

P1Q:QP,=6:8
Koordinat Q = (x,y) = %
6(9, —2)+8(-5, -2 (54, —12) 4+ (—40, —16)
(X’ Y) - 14 ) = 14
_ (14 -28) (14 -28\ ., _
(xy) = 14 (14’ 14) =(1-2)

Jadi koordinat titik singgung kedua lingkaran adalah Q(1,—2).
2. Alternatif Penyelesaian
Li=x2+y2+6x-2y-54=0
Pusat P1(— > (6),— 3 (=2) )= P1(-3, 1)
Jarijari r1=4/(=3)2+ (1)2 - (-54)=V9+ 1+ 54 =64 =8
Ly=x2+y2-22x-8y+112=0

Pusat P>~ (—22), -5 (~8))=P2(11,4)
Jari-jari r;=vV1124+42 — 112 =121+ 16 — 112 =+v/25=5

Untuk menentukan jenis kedudukan kedua lingkaran, maka perlu dibandingkan jarak
antara pusat P1P; dengan jumlah jari-jari kedua lingkaran ri + r».

Jarak P1P, = jarak antara titik (-3, 1) dan (11, 4)
PP, = /(11— (—3))2 + (4 — 1)2
=142 + 32 =196 + 9 = V205 = 14,32

Jumlah jari-jari r1 +r;=8+5=13
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Karena PiP, > ri + r;, maka kedua lingkaran tidak saling berpotongan.

3. Alternatif Penyelesaian

Li:x2+y2-16x-20y+115=0

Pusat Pi(— 3 (~16), - 2 (—20) )= P1(8, 10)

Jari-jari r1=v82 + 102 — 115 =64 + 100 — 115 =/49 = 7
La:x2+y2+8x-10y+5=0

Pusat Po(— 2 (8), — 2 (—10) )= P2(~4, 5)

Jari-jari ro=,/(-4)2+52—-5=v16+25-5=v36 =6
Untuk menentukan koordinat titik
singgung kedua lingkaran dapat

digunakan rumus perbandingan
segmen garis berikut ini.

P1Q:QP2=7:6
Koordinat Q = (x,y) = %
7(—4, 5)+6(8, 10) _ (-28, 35) + (48, 60)
(xy) = 13 N 13

-2 (22,

Jadi koordinat titik singgung kedua lingkaran adalah @Q (

20 95)
13’13

Persamaan lingkaran yang berpusat di titik Q (%,j—;) dan memiliki jari-jari %2 adalah
20

(-5) +(-5) =)
20 95\% 1

(-3 +(-F) -3

4. Alternatif Penyelesaian
a. Persamaanroda A
Jari-jari roda A adalah ra = 10. Roda A menyinggung kedua sumbu, berarti titik
pusat roda A adalah P, = (10, 10).
Jadi, persamaan roda A adalah
(x —10)%2 + (y — 10)? = 102
(x —10)%2 + (y —10)? = 100

b. Persamaan roda B adalah x? + y? + 28x + 147 = 0
Pusat roda B adalah Py= (- 2(28), - (0) ) = (—14,0)

Jari-jari roda B adalah rg = /(—14)2 + 02 — 147 = V196 — 147 = /49 = 7.
(i) Jarak antara pusat kedua roda adalah Jarak P,Pg = jarak antara titik (10, 10)

dan (-14, 0)
PAPg = \/(10 —(—14))2 + (10 — 0)%2 = V242 + 102 = /576 + 100
676 = 26

Jadi, jarak antara kedua pusat roda adalah 26 x 10 cm = 260 cm.

(ii) celah terpendek di antara kedua roda adalah
PaPg— (ra+rg) unit =26 - (10+7) =26 - 17 = 9 unit.
Jadi, celah terpendek di antara kedua roda adalah 9 x 10 cm = 90 cm.
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5. Alternatif Penyelesaian
Lingkaran A: (x + 12)2+ (y + 15)2=25
Pusat lingkaran A yaitu Pa = (=12, -15)
Jari-jari lingkaran A yaitu ra = V25 = 5
Lingkaran C: (x - 24)%2 + (y - 12)2=100
Pusat lingkaran C yaitu P¢ = (24, 12)
Jari-jari lingkaran C yaitu r¢ = V100 = 10
Jarak antara pusat lingkaran A dan C adalah PaP¢
PaPc =./(24 — (—12))2 + (12 — (—15))2 = V362 + 272
= 1296 + 729 = V2025 = 45

Lingkaran A, B, dan C terletak pada suatu garis lurus, sehingga diameter lingkaran B
adalah PyPc- (ra+rc¢)=45-(5+10) = 30.

Sehingga diperoleh jari-jari lingkaran B yaitu rg = 12(30) = 15.

Titik pusat lingkaran B dapat diperoleh dari perbandingan AB : BC = 20 : 25

: 20P¢ + 25P
Koordinat B = (x,y) = —%¢—-4
20 + 25
_20(24, 12)+25(~12,-15) _ (480, 240) + (—300, —375)
(xy) = 45 B 45

(180, —135) _ (180 —135\ _
(xy) = 45 - (4_5’ 45 ) =(*-3)

Jadi, persamaan lingkaran B dengan pusat Pg = (4, —3) dan jari-jari rg = 15 adalah

(x—4)* + (y - (=3))* = 15?
(x —4)?>+ (y+3)% =225

6. Alternatif Penyelesaian
Li=x2+y2+2x+2y-2=0 danLl;= x2+y2+4x-8y+4=0
L1+ AL, =0 dengan A sebagai parameter
X2+ Y2+ 2X+2V-2+M(X2+y2+4x-8y+4)=0 ............. ™

Persamaan (*) melalui titik (2, -1), berarti x = 2 dan y = -1 dapat disubstitusi ke
persamaan (*) untuk menghitung parameter A.

22+ (-1)2+2(2) +2(-1) -2+ A(22+ (-1)2+4(2)-8(-1) +4) =0
4+1+4-2-2+2(4+1+8-8+4)=0

5+(9) =0
9 =-5
==

9

Substitusi nilai parameter A =%5 ke persamaan (*) untuk memperoleh persamaan
lingkaran tersebut.
X2+ Y2+ 2x+2y-2+ (_?5)()(2 +y2+4x-8y+4)=0 ... kalikan dengan 9
< 9x2+9y2+18x+18y-18-5(x2+y2+4x-8y+4)=0
& 9x2+9y2+18x+ 18y -18-5x2-5y2-20x+40y-20=0
& 4x2+4y2-2x+58y-38=0

& 2x2+2y2-x+29y-19=0
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7.

Jadi, persamaan lingkaran yang dimaksud adalah 2x2 + 2y2 - x+ 29y -19 = 0.
Alternatif Penyelesaian

Li=x2+y2+2x+3y-7=0danl; =x2+y2+3x-2y-1=0

L1+ ALz = 0 dengan A sebagai parameter

X2+y2+2x+3y-7 +A(x2+)y2+3x-2y-1)=0 .ccue.e. ™

Persamaan (*) melalui titik (1, 2), berarti x = 1 dan y = 2 dapat disubstitusi ke
persamaan (*) untuk menghitung parameter A.

12+ 22+2(1)+3(2)-7 +A(12+22+3(1)-2(2)-1)=0
1+4+2+6-7+A(1+4+3-4-1)=0

6+M(3) =0
30 =-6
A= -2

Substitusi nilai parameter A = -2 ke persamaan (*) untuk memperoleh persamaan
lingkaran tersebut.
X2+y2+2x+3y-7 +2(x2+y2+3x-2y-1)=0
S X2+y2+2x+3y-7 +2x242y2+6x-4y-2=0
& 3x2+3y2+8x-y-9=0

Jadi, persamaan lingkaran yang dimaksud adalah 3x2 + 3y2+8x-y-9=0.

1
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E. Penilaian Diri

Isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui, berilah

penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda

pada kolom pilihan.

No Pertanyaan

Tidak

Apakah Anda tahu yang dimaksud kedudukan dua

1 lingkaran?

2 | Apakah Anda tahu yang dimaksud berkas lingkaran?

Apakah Anda dapat menentukan kedudukan dua
lingakaran yang diketahui persamaannya?

Apakah Anda dapat menentukan persamaan berkas
lingkaran?

5 Apakah Anda dapat menyelesaikan masalah yang
terkait kedudukan dua lingkaran?

OlO0|0|0|0]=
O|0|010|0

JUMLAH

Catatan:

Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka Anda dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya.
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EVALUASI

1. Pusat dan jari-jari lingkaran dengan persamaan x?+y2+4x—6y—12=0
berturut-turut adalah ....
B. (-2,3)dan4

C. (-2,3)dan5
D. (-2,3)dan6
E. (2,-3)dan4
F. (2,-3)dan5

2. Lingkaran x2? + y? + 4x + by — 12 = 0 melalui titik (1, 7). Titik pusat lingkaran itu
adalah ....
A (-2,-3)
B. (-2,3)
C (23)
D. (2,4)
E (2 6)

3. Persamaan lingkaran dengan pusat (—1, 3) dan menyinggung sumbu Y adalah ....
x2+y2+2x—6y+1=0

x2+y?—-2x+6y+1=0

x2+y2—x+3y+1=0

x2+y2+2x—6y+9=0

x2+y2—-2x+6y+9=0

moowe

4, Diketahui lingkaran 2x% + 2y? — 4x + 3py — 30 = 0 melalui titik (-2, 1). Persamaan
lingkaran yang sepusat tapi panjang jari-jarinya dua kali panjang jari-jari lingkaran
tersebut adalah ...

2x2+ 2y —4x+12y—90=0

2x2+ 2y —4x+12y+90=0

x2+y2—-2x+6y—90=0

x2+y2—x+6y+90=0

x2+y2—x—6y—90=0

Mo oW

5. Persamaan lingkaran dengan pusat P(3, 1) dan menyinggung garis 3x + 4y + 7 = 0
adalah ....
A x*2+y2—6x—2y+6=0
B. x2+y2—6x—-2y+9=0
C. x?+y2—6x—-2y—6=0
D. x2+y%24+6x—2y—9=0
E. x?+y%24+6x+2y+6=0

6. Persamaan lingkaran yang pusatnya terletak pada garis 2x - 4y - 4 = 0 serta
menyinggung sumbu X negatif dan sumbu Y negatif adalah ....

x2+y2+4x+4y+4=0

x2+y2+4x+4y+8=0

x2+y2+2x+2y+4=0

x2+y2—4x—4y+4=0

x2+y2—-2x—-2y+4=0

Mo oW
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10.

11.

12.

Diketahui lingkaran dengan persamaan x2 + y2 + mx + 4y + 3 = 0 dan titik P(4, 1)
terletak pada lingkaran. Titik A dan B yang masing-masing terletak di dalam
lingkaran tersebut adalah ...

A(2,-1) dan B(4, -4)

A(2,-1)dan B(2, 1)

A(1,1) dan B(4, -4)

A(0,-3) dan B(4, -5)

A(0,-3)dan B(1, 1)

Mmoo W e

Diketahui lingkaran dengan persamaan x2+ y? —6x — 2y — 10 = 0. Kedudukan
garis y = -2x + 17 terhadap lingkaran tersebut adalah ....

A. garis memotong lingkaran pada dua titik

B. garis tidak memotong lingkaran

C. garis menyinggung lingkaran

D. garis terletak pada lingkaran

E. garis membagi dua lingkaran sama besar

Diketahui lingkaran dengan persamaan x?+y? =5. Jika garis y = mx + 5
menyinggung lingkaran, maka nilai m adalah ....

A 2
B. 1
C. %
D. %
E. -2

Lingkaran x? +y? — Ax — 10y +4 =0 menyinggung sumbu X. Nilai A yang
memenuhi adalah ....

A. —-8dan8
B. —6dan6
C. -5dan5
D. -4 dan4
E. —2dan?2

Persamaan salah satu garis singgung pada lingkaran x? + y? = 12 yang melalui titik
P(0, 4) adalah ....

A xV3+3y=12
B. xvV3+3y=4

C. —xV3+3y=6
D. —xV3+3y=4
E. xV3+y=12

Garis singgun di titik (12, -5) pada lingkaran x2 + y? = 169 menyinggung lingkaran
(x —5)% + (y — 12)? = p. Nilai p sama dengan ....

A. 207
B. 169
C. 117
D. 19
E. 13
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13. Persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? = 13 yang melalui titik (3, -2)
adalah ...

A. 2x—3y=-13
B. 2x—3y =13
C. 3x—2y=-14
D. 3x—2y =13
E. 3x+2y =13

14. Persamaan garis singgung lingkaran (x — 4)% + (y + 3)? = 40 yang tegak lurus garis
x+3y+5=0adalah ...
A y=3x+1ldany=3x-30
B. y=3x+2dany=3x-32
C. y=3x-2dany=3x-32
D. y=3x+5dany=3x-35
E. y=3x-5dany=3x-35

15. Persamaan garis singgung lingkaran x2 + y? —4x + 2y —20 =0 di titik P(5, 3)
adalah ....

A 3x-4y+27=0
B. 3x+4y-27=0
C. 3x+4y-7=0
D. 7x+4y-17=0
E. 7x+4y-7=0

16. Salah satu persamaan garis singgung lingkaran x2 + y? = 25 yang tegak lurus garis
2y -x+ 3 =0adalah ....

A. y=—%x+§\/§
B. y=%x—§ 5
C. y=2x-5

D. y=—-2x+5V5
E. y=2x+5

17. Persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? — 2x — 6y — 7 = 0 di titik yang
berabsis 5 adalah ....

A 4x—-y—-18=0
B. 4x—y+4=0
C. 4x—y+10=0
D. 4x+y—-4=0
E. 4x+y—-15=0

18. Diketahui dua lingkaran dengan persamaan x2 + y? —2x — 6y —26 =0 dan x? +
y? — 8x — 6y + 16 = 0. Kedudukan kedua lingkaran tersebut adalah ....

berpotongan pada dua titik

bersinggungan luar

bersinggungan dalam

tidak berpotongan

berpotongan tegak lurus

MO0 wR
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19. Diketahui dua lingkaran dengan persamaan x2 + y? + 6x — 2y — 15 = 0 dan x? +
y? —18x — 12y + 65 = 0. Jarak pusat kedua lingkaran tersebut adalah ...

A. 25
B. 24
C. 13
D. 12
E. 10

20. Diketahui dua lingkaran dengan persamaan x? + y? + 4x — 6y — 12 =0 dan x? +
y? —12x — 6y + 20 = 0. Persamaan lingkaran yang melalui titik potong kedua
lingkaran tersebut dan melalui titik A(4, 2) adalah ....

x2+y?—2x—6y=0

x2+y2+2x—6y=0

x2+y2+2x+6y=0

x2+y?—2x—6y—1=0

x2+y?4+2x—6y+1=0

moow R
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KUNCI JAWABAN EVALUASI

1. B
2. B
3. D
4. C
5 C
6. A
7. A
8. C
9. E
10. D
11. A
12. E
13. D
14. D
15. B
16. D
17. A
18. C

C

A
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GLOSARIUM

AKar rasional : nilai-nilai penyelesaian pada persamaan polinomial yang
dapat dituliskan dalam bentuks dengan p dan g bilangan
bulat

Derajat : pangkat tertinggi suatu variabel pada polinomial

Diskriminan : nilai b? — 4ac pada persamaan kuadrat ax? + bx + ¢ =
0

Eliminasi : proses penghilangan salah satu variabel dari dua atau
lebih bentuk persamaan untuk mendapat nilai variabel
lain

Faktor : satu atau dua polinomial atau lebih yang hasil kalinya
merupakan polinomial yang diketahui

Hasil Bagi : bentuk aljabar yang dihasilkan dari pembagian suatu
polinomial oleh polinomial lain

Persamaan :  bentuk aljabar yang disamakan dengan 0

Polinomial : bentuk aljabar yang berbentuk ayx"+ a;x™ !+

a,x""2+--+a, dengan a; menyatakan bilangan
kompleksdani =1,2,3,4, ...

Substitusi 1 proses penggantian nilai variabel ke bentuk aljabar

1
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PETA KONSEP

. Operasi .

' Skema Akar-akar
Penjumlahan .
Horner rasional
Skema Teorema
Horner-Kino Vieta

Teotema

Contoh

Pengurangan

Polinomial

Kesamaan

Faktor

Nilai

Polinomial
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PENDAHULUAN
A. Identitas Modul
Mata Pelajaran : Matematika Peminatan
Kelas : XI
Alokasi Waktu : 12x45 Menit (12 JP)
Judul Modul : Polinomial

B. Kompetensi Dasar

3. 4 Menganalisis keterbagian dan faktorisasi polinom
4.4 Menyelesaikan masalah yang berkaitan dengan faktorisasi polinomial

C. Deskripsi Singkat Materi

Kemampuan menghitung dan menggunakan polinomial banyak digunakan dalam
menyelesaikan masalah kehidupan sehari-hari. Menghitung jarak atau kecepatan benda
yang jatuh dari ketinggian tertentu merupakan salah satu penerapan polinomial bentuk
sederhana. Selain itu, penerapan polinomial dapat kita temui saat menghitung banyak
barang, fungsi biaya untuk menafsirkan dan memprediksi kecenderungan harga pasar
berbagai barang dan suku bunga bank dalam ekonomi, pengolahan harga dan biaya kirim,
menyajikan pola cuaca pada daerah tertentu, mendesain bentuk struktur bangunan bahkan
mendesain bentuk kemasan suatu produk seperti ilustrasi berikut.

Sebuah industri rumahan akan mendesain kemasan produknya dari bahan karton
berukuran 16 dm X 24 dm. Kardus itu mempunyai dasar berbentuk persegi dan volume
kardus yang diinginkan adalah 640 liter. Berapa ukuran (dimensi) dari kardus berbentuk
kotak tersebut?

Gambar 1. Kemasan produk yang terbuat dari karton
Sumber : https://dikemas.com/kemasan/kemasan-kardus-custom-ukuran-dan-desain

Anak-anakku, untuk menentukan ukuran dari kardus tersebut kita dapat menerapkan
bentuk polinomial agx™ + a;x™""1 + a,x™ 2 + --- + a, khususnya penyelesaian persamaan
polinomial berderajat tiga yang akan dipelajari dalam modul ini. Selain itu, kita akan belajar
menentukan nilai operasi aljabar pada polinomial, pembagian polinomial, dan menentukan
penyelesaian persamaan polinomial.

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 6



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.4

D. Petunjuk Penggunaan Modul

Anak-anakku sekalian, modul ini dirancang untuk memfasilitasi kalian dalam melakukan
kegiatan belajar secara mandiri. Untuk menguasai materi ini dengan baik, ikutilah petunjuk
penggunaan modul berikut.

1. Berdoalah sebelum mempelajari modul ini.

2. Pelajari uraian materi yang disediakan pada setiap kegiatan pembelajaran secara
berurutan.

3. Perhatikan contoh-contoh soal yang disediakan dan jika memungkinkan cobalah untuk
mengerjakannya kembali.

4. Kerjakan latihan soal yang disediakan, kemudian cocokkan hasil pekerjaan kalian
dengan kunci jawaban dan pembahasan pada modul ini.

5. Jika kalian menemukan kendala dalam menyelesaikan latihan soal, cobalah untuk
melihat kembali uraian materi dan contoh soal yang ada.

6. Setelah mengerjakan latihan soal, lakukan penilaian diri sebagai bentuk refleksi dari
penguasaan kalian terhadap materi pada kegiatan pembelajaran.

7. Di bagian akhir modul disediakan soal evaluasi, silahkan mengerjakan soal evaluasi
tersebut agar kalian dapat mengukur penguasaan kalian terhadap materi pada modul
ini. Cocokkan hasil pengerjaan kalian dengan kunci jawaban yang tersedia.

8. Ingatlah, keberhasilan proses pembelajaran pada modul ini tergantung pada
kesungguhan kalian untuk memahami isi modul dan berlatih secara mandiri.

E. Materi Pembelajaran

Modul ini terbagi menjadi 3 kegiatan pembelajaran dan di dalamnya terdapat uraian
materi, contoh soal, soal latihan dan soal evaluasi.

Pertama : Pengertian dan Operasi Aljabar pada Polinomial
Kedua : Pembagian Polinomial
Ketiga : Persamaan Polinomial

1
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 1
PENGERTIAN DAN OPERASI ALJABAR PADA POLINOMIAL

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 1 ini diharapkan siswa dapat :
memahami pengertian polinomial,

menentukan operasi penjumlahan pada polinomial,
menentukan operasi pengurangan pada polinomial,
menentukan operasi perkalian pada polinomial,
menentukan kesamaan polinomial,

menentukan nilai polinomial.

Uk wWN e

B. Uraian Materi

1. Pengertian Polinomial

Polinomial atau suku banyak adalah suatu bentuk aljabar yang terdiri atas beberapa suku
dan memuat satu variabel berpangkat bulat positif. Secara umum, polinomial dalam x dan
berderajat n dapat dituliskan sebagai berikut.

4 )

ApX™ + A1 X X2+t ayx? + agx + ag

dengan :

n merupakan bilangan bulat positif, a, # 0

A, Ap_1, p_2, -, Ay, a1 bilangan real dan merupakan koefisien-koefisien polinomial
a, bilangan real dan merupakan suku tetap (konstanta)

Derajat suatu polinomial dalam x adalah pangkat tertinggi dari x dalam polinomial itu.

g J

Anak-anakku untuk lebih memahami bentuk dari polinomial, mari kita perhatikan contoh
soal 1 dan contoh soal 2 berikut.

6x% + 3x + 5+ 4x3
8x3 +4x? = 2x + 142
2x* —7x3+8x —4
5x3 +2x%2 +3Vx+1

Pembahasan:

Anak-anakku untuk menentukan yang merupakan polinomial, mari kita ingat kembali
bentuk umum polinomial berikut.

A X" + Ay XV @y, x T+t apx? +agx + ag
Berdasarkan bentuk umum polinomial, mari kita identifikasi manakan yang termasuk
polinomial dari beberapa bentuk aljabar berikut.
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a. 6x%+3x+ 5+ 4x3 merupakan polinomial karena dapat dinyatakan dalam bentuk
4x3 + 6x2 + 3x + 5 dimana semua variabel x berpangkat bilangan asli.

b. 8x3+4x?-2x+1+ %bukan merupakan polinomial, karena terdapat variabel x yang

berpangkat bukan bilangan bulat positif (bilangan asli), yaitu % = 3x~! (x memiliki

pangkat negatif)

c. 2x*—7x3+ 8x — 4 merupakan polinomial karena dapat dinyatakan dalam bentuk
2x* — 7x3 4+ 0x? + 8x — 4 dimana semua variabel x berpangkat bilangan asli

d. 5x3+42x%2+5x+3vVx+1, bukan polinomial, karena terdapat variabel x yang

1
berpangkat bukan bilangan bulat positif, yaitu 3v/x = 3x2 (x berpangkat pecahan)

Susun suku banyak 5x + 7 + x* — 6x3 dalam pangkat turun, kemudian nyatakan :
a. Suku-suku berikut koefisiennya
b. Derajat dan konstantanya.

Pembahasan:

Suku banyak f(x) =5x+ 7+ x* — 6x3 dalam pangkat turun dinyatakan f(x) = x* —
6x3 + 0x2 + 5x + 7 x? diberi koefisien 0 karena semual tidak terdapat dalam f (x)

a. Suku-suku f(x) beserta koefisiennya sebagai berikut :

Suku x* dengan koefisien = 1
Suku - 6x3 dengan koefisien =- 6
Suku 0x? dengan koefisien = 0
Suku 5x dengan koefisien = 5

7 adalah konstanta
b. Suku dengan pangkat variabel paling tinggi adalah suku x*, sehingga f (x) merupakan
suku banyak berderajat empat. Adapun konstantanya = 7.

2. Operasi Aljabar pada Polinomial

Sifat-sifat pada operasi bilangan real juga berlaku pada operasi polinomial karena
polinomial memuat variabel yang merupakan suatu bilangan real yang belum diketahui
nilainya. Sifat-sifat tersebut meliputi sifat komutatif, asosiatif, dan distributif yang akan
membantu kita dalam menyelesaikan operasi aljabar pada polinomial.

Sifat Distributif : Sifat Komutatif dan Asosiatif
5x%2 —2x? = (5 —2)x? 2x2 x 3x3 = (2 x 3)x?%*3
= 3x2 = 6x5

a. Penjumlahan dan Pengurangan

Penjumlahan dan pengurangan polinomial dilakukan dengan cara menjumlahkan atau
mengurangkan antarkoefisien suku-suku sejenis. Suku-suku sejenis yaitu suku-suku yang
mempunya variabel berpangkat sama. Untuk lebih memahami penjumlahan dan
pengurangan pada polinomial, kita simak contoh soal berikut.
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Contoh Soal 1

Diketahui polinomial :

p(x) = 6x3 —8x2% + 7x + 10

q(x) = 10x% + 11x — 13

Hasil penjumlahan polinomial p(x) dan q(x) adalah ...

Pembahasan:

Diketahui:

p(x) = 6x3 —8x% + 7x + 10

q(x) = 10x% + 11x — 13

Penjumlahan p(x) dan q(x) dapat dituliskan sebagai berikut.
p(x) + q(x) = (6x3 — 8x2% + 7x + 10) + (10x? + 11x — 13)

=6x3+ (—8x2 +10x%) + (7x + 11x) + (10 — 13) -
=6x3+4+ (-84 10)x%+ (7+11)x + (=3) » Sifat distributif
=6x3+2x%>+18x—3

Mengelompokkan suku sejenis

Contoh Soal 2

(

Diketahui polinomial :

g») =10y% +7y? — 4y — 2

h(y) =5y3 -2y +3

Hasil pengurangan polinomial g(y) dan h(y) adalah ...

Pembahasan:
Diketahui:

g() =10y° + 7y? — 4y — 2

h(y) =5y3—2y+3

Pengurangan g(y) dan h(y) dapat dituliskan sebagai berikut.

g —h(y) = (10y° + 7y* — 4y —2) — (5y° = 2y + 3)
=10y3+7y? —4y—-2-5y3+2y—3
= (10y3 — 5y3) + 7y2 + (—4y + 2y) + (-2 — 3) —» | Mengelompokkan suku sejenis
= (10 -5)y° + 7y + (=4 + 2)y + (=5) = | Sifat distributif
=5y3+7y2 4+ (-2)y-5
=5y +7y*—2y—5

b. Perkalian
Anak-anakku untuk mempermudah kita melakukan perkalian polinomial kita bisa
menggunakan sifat distributif seperti berikut.

a-(b+c+-+k)=ab+a-c+-+a-k
(b+c+-+k)-a=b-a+c-a+-+k-a
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Secara umum, kita dapat mengalikan polinomial derajat m dengan polinomial derajat n\

sebagai berikut. f
(@™ + bx™ 1 + ... )(Ax" + Bx" 1 +.-.) = a- AX™" + b- Bx™""2 4 .. ‘

Hal ini berarti ketika mengalikan dua polinomial, kita menerapkan sifat-sifat

perpangkatan yang telah dipelajari, yaitu x™ - x™ = x™*"
Untuk memahami perkalian pada polinomial, yuk kita perhatikan contoh soal berikut.

Contoh Soal

Diberikan dua buah suku banyak f(x) dan g(x) yang ditentukan oleh
f)=x3+x?>-3x+1
gx)=x3-2x2+2x—1

Tentukan f(x) - g(x) serta derajatnya !

Pembahasan:

Diketahui:
f)=x3+x?>-3x+1
gx) =x3—-2x2+2x—1
Maka f(x) - g(x) dapat dituliskan sebagai berikut.
f)-gl)=@3+x2-3x+1)-(x3—-2x?+2x—1)
=x3(x3—2x%2+2x— 1)+ x?(x® —2x? +2x —1) = 3x(x3 — 2x% +2x — 1)
+1(x3—2x24+2x—1)
=x%—2x5 + 2x* — x3 + x° — 2x* + 2x3 — x? — 3x* + 6x3 — 6x% + 3x + x3
—2x2+2x—1
=x% + (=2x° + x°) + (2x* — 2x* — 3x*) + (—x3 + 2x3 + 6x3 + x3)
+(—x?—6x2—-2x)+Bx+2x)—1
=x0+(2-Dx°+Q2-2-3)x*+(-1+2+6+ x>+ (-1—6 — 2)x?
+@B+2x—-1
=x%—3x>—3x*+8x3—-9x? +5x—1

Jadi, f(x) - g(x) = x® — 3x°> — 3x* + 8x3 — 9x? + 5x — 1 dengan derajat polinomial adalah
6 karena pangkat tertinggi dari variabel adalah 6
Berdasarkan uraian pada contoh soal dapat disimpulkan sebagai berikut.

Misalkan f'(x) polinomial berderajat m dan g(x) polinomial berderajat n maka
Derajat dari [f(x) - g(x)] adalah (m + n)

3. Kesamaan Polinomial

Dua polinomial berderajat n dalam variabel x yaitu f(x) dan g(x) dikatakan sama jika
kedua suku banyak itu mempunyai nilai yang sama untuk variabel x. Kesamaan polinomial
f(x) dan g(x) dapat dituliskan sebagai berikut.

fx)=g®)
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Anak-anakku, secara matematis kesamaan suku banyak dapat dituliskan sebagai berikut.

Misalkan dua suku banyak berderajat n,
) =apx™ + ap1x" P+ ap x4+ ax +ag
gx) = bpyx™ + by_1x™ 1+ by_,x""2 + -+ byx + by
f(x) sama dengan g(x), ditulis f(x) = g(x) jika dan hanya jika a,, = by,
Ap-1="bn1,8p2 =bp_3 ...,a1 — by,a9 = by
Koefisien dari variabel berpangkat sederajat adalah sama

Untuk lebih memahami kesamaan suku banyak, yuk kita simak beberapa contoh soal
berikut.

Contoh Soal 1:

Diketahui suku banyak Ax?+ Bx + C sama dengan 6x? — 4x + 3. Tentukan nilai
koefisien 4, B dan C'!

Pembahasan:

Ax? + Bx + C = 6x? — 4x + 3 jika dan hanya jika koefisien x2, x, dan konstanta pada ruas
kiri dan ruas kanan adalah sama.

Koefisien x%: A = 6 ;

koefisienx :B = —4B=-4;

konstanta :C =3

Jadi,A = 6, B =-4,dan C = 3

Diketahui x3 + 2x? — 4x + 7 = ax(x + 1)? + b(x — 2) + c untuk semua x. Nilai a, b, dan
c adalah ...

Pembahasan:
Samakan koefisien suku sejenis di ruas kiri dan ruas kanan.

x3+2x2 —4x+7=ax(x+1)?+b(x—2)+c
=ax(x>+2x+1)+bx—2b+c
= (ax-x?)+ (ax-2x) + (ax 1)+ bx —2x+ ¢
=ax®+2ax?>+ax+bx—2b+c
=ax3+2ax?> + (a+ b)x+ (=2b +¢)
Jadi kesamaan suku banyak adalah
x3+2x2 —4x+7=ax3®+2ax?+ (a+ b)x + (—2b +¢)

Koefisienx3:1=a—-a=1

Koefisienx: —4 = a + b — a + b = —4 mencari nilai b dengan mensubstitusia = 1 ke a +
b = —4 diperoleh
1+b=-4

b=-4-1

b=-5
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Konstanta:7 = —2b + ¢ - —2b + ¢ = 7 substitusi b = —5 untuk memperoleh nilai c
—2b+c=7
—2(-5)+c=7
10+c=7
c=7-10
c=-3

Jadi, nilaia = 1,b = —5,danc = -3

Berdasarkan kesamaan berikut tentukan nilai a dan b
2x+10 _ a b

X2—2x—-8  x—4 @ x+2

Pembahasan:
Samakan Kkoefisien suku sejenis di ruas kiri dan ruas kanan.
2x+10 _ a 4 b
x2—2x—8 x—4 x+2 92 o
2x+10 _ a(x+2) b(x — 4) [ Samakan penyebut menjadi x“ — 2x — 8 ]
x2-2x—-8 (x—4)(x+2) (x+2)(x-4)
2x + 10 ax + 2a bx —4b

= +
x2—2x—8 x2-2x—-8 x2-2x—8

2x¥10  ax+ bx+2a— 4b [ Kelompokkan suku sejenis ]

x2—-2x—8 a’?—2x—8
2x + 10 = (a+b)x + (2a = 4b) } [ Sifat distributif ]
x2—2x—8 a?—-2x—8

Berdasarkan kesamaan polinomial di atas diperoleh dua persamaan sebagai berikut.
2=a+b - a+ b =2persamaan (i)
10 =2a —4b - 2a —4b = 10 -» a — 2b = 5 persamaan (ii)

Untuk mencari nilai a dan b eliminasi persamaan (i) dan (ii) sebagai berikut

at+b=2
a—2b=5-
3b=-3
b=-1
Substitusi b = —1 untuk mencari nilai a ke persamaan a + b = 2 sehingga diperoleh
a+b=2
a+(-1)=2
a—1=2
a=2+1
a=3

Jadi, nilaia = 3danb = -1

1
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4. Nilai Polinomial
Suatu polinomial atau suku banyak dapat dinyatakan dalam bentuk fungsi f (x), yaitu:
f) =apx™ + a1 x" T+ a,x 2+t ayx? +agx +ag

Jika suatu suku banyak dinyatakan sebagai fungsi f (x) dan nilai x diganti dengan bilangan
tetap k, maka bentuk f(k) merupakan nilai suku banyak tersebut untuk x = k. Untuk
menentukan nilai dari f (k) kita bisa menggunakan metode substitusi dan metode sintetik
yaitu skema Horner.

a. Metode Substitusi

Cara menentukan nilai suatu suku banyak dengan metode substitusi adalah sebagai berikut,

Nilai suku banyak
FO) = apx™+ a1 x4+ ap_px* %2 + o+ ayx? + a;x + ag
Untuk x = k ditentukan oleh
fU) = an(k)" + an_1 (k)" " + an_p (k)2 + -+ + ay (k) + ay (k) + ag

7
Anak-anakku untuk lebih memahami menentukan nilai suku banyak dengan metotg
substitusi, yuk kita simak contoh soal berikut.

N

Contoh Soal :

Diketahui suku banyak f(x) = x3 — 2x? — x — 5. Nilai f(x) untuk x = 3 adalah ...

Pembahasan:
Substitusi nilai x = 3 ke f(x) = x3 — 2x? — x — 5 diperoleh
f(3)=33-2(3)2-3-5

=27-2(9)-8
=27-18-8
=1

Jadi, nilai f(x) untuk x = 3 adalah 1

b. Skema Horner
Misalkan suku banyak f(x) = azx3 + a,x? + a;x + a, akan ditentukan nilainya untuk x =
k dengan cara skema.
Terlebih dahulu bentuk suku banyak tersebut disederhanakan sehingga setiap variabel x
hanya berpangkat satu (kecuali untuk a, ), sehingga diperoleh,
f(x) =(azx +az)x+a)x +ay
Nilai f(x) untuk x = k dapat ditentukan sebagai berikut :
f(k) = (azk + ay)k + a))k + a,

Bentyk tersebut dapat disusun dalam suatu bagan sebagai berikut :

k as ar ai do

ask (613 k+ az)k ((613 k+ az)k + (11)]('
+

as (613]( + az) ((613]( + az)k + (11) (((13](' + az)k + 611)]( + do
\ J

Y
Keterangan : Nilai f(k)

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 14



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.4

1). Kalikan a; dengan k, lalu tambah dengan a,

2). Kalikan hasil pada no. (1) dengan k, lalu tambah dengan a;

3). Kalikan hasil pada no. (2) dengan k, lalu tambah dengan a,. Hasilnya yang terakhir
adalah nilai dari suku banyak f(x) untuk x = k atau f (k).

Anak-anakku untuk memahami menentukan nilai suku banyak menggunakan skema
Horner, yuk perhatikan contoh berikut.

N

Contoh Soal 1:

Tentukan nilai suku banyak f(x) = 5x* — 3x3 — 7x? = 2x + 3untukx = 1

Pembahasan:
1 5 -3 -7 2 3
51) 2(1) -5(1) -3(1)
5 2 -5 -3 0

Jadi, Nilai (1) = 1

Tentukan nilai suku banyak f(x) =5 — x? + 3x* untuk x = —1

Pembahasan:
Pertama, ubah f(x) menjadi bentuk pangkat turun sebagai berikut :
f(x) =3x*+0x3—x?2+0x+5

-1] 3 0 -1 0 5
3(-1) 3(1 21 -2(-1)
3 -3 2 -2 7

Jadi, nilai f(—1) =7

C. Rangkuman

1. Polinomial atau suku banyak adalah suatu bentuk aljabar yang terdiri atas beberapa
suku dan memuat satu variabel berpangkat bulat positif. Secara umum, polinomial
dalam x dan berderajat n dapat dituliskan sebagai berikut

Apx™ + Ay 1 x"  ap o x¥ 2+t apx? +agx + ag
dengan:
n merupakan bilangan bulat positif, a,, # 0
an, ap_1,0n_2, ---, Az, a1 bilangan real dan merupakan koefisien-koefisien polinomial
ay bilangan real dan merupakan suku tetap (konstanta)
2. Derajat suatu polinomial dalam x adalah pangkat tertinggi dari x dalam polinomial itu
3. Operasi aljabar pada polinomial terdiri atas penjumlahan, pengurangan dan perkalian.
a. Penjumlahan dan pengurangan
Penjumlahan dan pengurangan polinomial dilakukan dengan cara menjumlahkan
atau mengurangkan antarkoefisien suku-suku sejenis. Suku-suku sejenis yaitu suku-
suku yang mempunya variabel berpangkat sama.

b. Perkalian
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Secara umum, kita dapat mengalikan polinomial derajat m dengan polinomial
derajat n sebagai berikut.
(a™ + bx™ 1 + ... )(Ax" + Bx" 1 + ) = a- AX™™ + b- Bx™""2 4 ...
Hal ini berarti ketika mengalikan dua polinomial, kita menerapkan sifat-sifat
perpangkatan yang telah dipelajari, yaitu x™ - x™ = x™*"
4. Kesamaan Polinomial
Misalkan dua suku banyak berderajat n,
f) =apx™+ ap X" 1+ ap_ox" 24+ ayx +ag
gx) = bpx™ + bp_1x™ 1+ b,_,x™" %2 + -+ byx + by
f(x) sama dengan g(x), ditulis f(x) = g(x) jika dan hanya jika a,, = by,
An—1 = bp-1,0p—2 = by_3, ...,a1 — by, a9 = by
Koefisien dari variabel berpangkat sederajat adalah sama
5. Nilai Polinomial
a. Metode Substitusi
Nilai suku banyak
f) =apx™ + a1 x" T+ ap_,x 2+ -+ ayx? + agx +ag
Untuk x = k ditentukan oleh
fk) = an(k)" + an-1 ()" + an-2(K)* 72 + -+ + az(k)* + ay (k) + ao
b. Skema Horner
Nilai f(x) untuk x = k dapat ditentukan sebagai berikut :
fk) = (azk + ay)k + a))k + ay
Bentuk tersebut dapat disusun dalam suatu bagan sebagai berikut :
k as ar ai do

azk (613 k+ az)k ((613 k+ az)k + 611)](

as ((13]( + (12) (((13]( + az)k + (11) ((agk + az)k + (h)k + do
\ J

Y
Keterangan : Nilai (k)
1). Kalikan a3 dengan k, lalu tambah dengan a,
2). Kalikan hasil pada no. (1) dengan k, lalu tambah dengan a,
3). Kalikan hasil pada no. (2) dengan k, lalu tambah dengan a,. Hasilnya yang

terakhir adalah nilai dari suku banyak f(x) untuk x = k atau f (k).

D. Latihan Soal

Anak- anak untuk mengukur kemampuan pemahaman konsep kalian terhadap polinomial,
operasi aljabar pada polinomial, dan menentukan nilai polinomial kerjakan soal latihan
berikut:

1. Berikut ini yang merupakan suku banyak adalah ...
A x3+3x+1
T ox*—5x+2

B. Vvx3—-2x+1
C. Vx
3 5 3 .. T
D. =x°> —x°sin—-+3
4 5

o
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2. Diketahui polinomial f(x) = x°> — 3x” + 2x — 7x* + 14. Derajat polinomial f(x)
adalah ...

A1
B. 4
C. 5
D. 7
E. 14

3. Koefisien-koefisien pada polinomial 3y? — 5y — 10 + 15y — 6y? jika ditulis dalam
urutan turun adalah ...

A -3,10,-10
B. —6,15,—-10
C. —9,10,—-10
D. 6,10,—10
E. 3,10,10

4. Hasil dari operasi penjumlahan x3 + 5x2 + 6x — 1 dan 3x3 — 4x? — 8x + 6 adalah ...
4x3 +x%2—2x+5

4x3 —9x2 +2x+5

4x3 4+ x%2—2x—5

4x3 —9x2 —2x+5

4x3 —x2+2x—5

Mmoo we

5. Hail pengurangan polinomial x* — 3x2 + 6 oleh x® — 3x% — 2 adalah ...
x*+x3—6x2+8

x*—x3+8

x*+x3-8

x*+x3+6x—8

x*+x3+6x+8

Mmoo W

6. Hasil dari perkalian (x? + 2x — 3)(x? + 1) adalah ...
x*+2x3+2x?—-2x -3
x*+2x3—-2x>+2x -3
x*—2x3+2x*>-2x-3
x*+2x3—2x%>-2x+3
x*—2x3—-2x>+2x-3

Mmoo W

7. Nilai A - B yang memenuhi kesamaan (x + 5)(4Ax + B) = 2x? + 7x — 15 adalah ...
A. =7

B. -6
C. 0
D. 6
E. 7

8 =4 4+ B Nilai A + B adalah ...

8. Diketahui kesamaan ——— = — .
(x+3)(2x-5) x+3 = 2x-5

A -2
B. -1
C. 0
D. 1
E. 2

1
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9. Nilai suku banyak x° + 3x? — 8x + 2 untuk x = —2 adalah ...

A —4
B. -2
C. 0

D. 2

E. 4

10. Jika nilai polinomial x* + ax3 — 5x? — x + 4 untuk x = —1 adalah —7, nilaia = -+

A 11
B. 9

C. 8

D. =7
E. —14

1
@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 18



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.4

Pembahasan dan Kunci Jawaban:

No. Pembahasan Skor
1. Untuk menentukan mana yang merupakan suku banyak, kita perhatikan | 10
kembali bentuk umum dari suku banyak sebagai berikut
Apx™ + ap X"+ ay o, x¥ %+t apx? +agx +ag
3
Pilihan A. ;jﬁ:; bukan merupakan suku banyak karena berbentuk
pecahan
Pilihan B. vx3 — 2x + 1 bukan merupakan suku banyak karena dalam
1
bentuk akar sehingga pangkat dari variabelnya pecahan (x3 — 2x + 1)z
Pilihan C. +/x bukan merupakan suku banyak karena pangkat varibel
1
pecahan yaitu vx = x2
Pilihan D. %xs —x3 sin% + 3 merupakan suku banyak karena pangkat
variabel dari bentuk aljabar ini %xs —x3 sin% + 3 adalah bilangan bulat
positif
Pilihan E. /% bukan merupakan suku banyak karena dalam bentuk
1
. . . x3-2\2
akar sehingga pangkat dari variabenya pecahan (x2+1)
Jawaban: D
2. | Diketahui f(x) = x> — 3x7 + 2x — 7x* + 14 10
Untuk menentukan derajat suatu polinomial, kita bisa melihat pangkat
tertinggi dari variabel pada polinomial. Jika polinomial f(x) = x> —
3x7 + 2x — 7x* + 14 kita tuliskan dalam urutan turun maka diperoleh
f(x) = —3x7 + 0x® + x> — 7x* + 0x3 + 0x% + 2x + 14.  Berdasarkan
urutan turun terlihat pangkat tertinggi dari polinomialnya adalah x’
sehingga derajat polinomialnya adalah 7.
Jawaban: D
3. | Diketahui polinomial 3y%? — 5y — 10 + 15y — 6y? 10
Untuk menentukan koefisien dari polinomial 3y? — 5y — 10 + 15y —
6y2, terlebih dahulu kita sederhanakan bentuk polinomialnya sebagai
berikut.
3y2 — 5y — 10 + 15y — 6y? = (3y% — 6y?) + (=5y + 15y) — 10
=B-6)y*+(-5+15)y—10
= —3y2+ 10y — 10
Maka koefisein dari masing-masing variabel dapat dituliskan
Koefisien y? :-3
Koefisien y 110
Konstanta :-10
Jawaban: A
4, (x3+5x2+6x—1)+ (3x3 —4x?> —8x + 6) 10
= (x3+3x3) + (5x%2 —4x?) + (6x — 8x) + (=1 +6)
=(1+4+3)x*+G-4)x*+(6-8)x+5
=4x3+x?—-2x+5
Jadi, hasil penjumlahan polinomial x3 + 5x2 + 6x — 1 dan 3x3 — 4x? —
8x + 6 adalah 4x3 + x2 —2x+ 5
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Jawaban: A

(x* —3x2+4+6) — (x> —3x2-2)

=x*-3x2+6—x3+3x%+2
=x*—x3+(-3x2+3x)+(6+2)
=x*—x3+(-3+3)x%?+8

=x*—x34+0x2+8

=x*—x3+8

Jadi, hail pengurangan polinomial x* — 3x2 + 6 oleh x3 — 3x2 — 2
adalah x* —x3 + 8

Jawaban: B

10

(x2+2x—-3)(x2+1)

=x?(x?+1)+2x(x?+1) —3(x%?+1)

=% x4+ 2D+ Rx-x)+(2x-1)-(3-x>)—(3:1)
=x*+x?+2x3+2x—-3x2-3

=x*+2x3+ (x?-3x?)+2x -3

=x*+2x3+(1-3)x>+2x -3

=x*+2x3-2x?+2x-3

Jadi, hasil dari perkalian (x? + 2x — 3)(x? + 1) adalah x* + 2x3 — 2x2 +
2x —3

Jawaban: B

10

(x +5)(Ax + B) = 2x? + 7x — 15
Samakan koefisien sejenis di ruas kiri dan ruas kanan
x(Ax + B) + 5(Ax + B) = 2x? + 7x — 15
Ax? + Bx + 5Ax + 5B = 2x? + 7x — 15
Ax?+ (5A+ B)x + 5B = 2x%? + 7x — 15
Jadi kesamaan suku banyaknya adalah
Ax? + (54 + B)x + 5B = 2x? + 7x — 15
Koefiseinx2: 4 = 2
Konstanta: 5B = —15
15
5
B=-3
Maka nilai 4 - B adalah
A-B=2-(-3)
=-6
Jadi, nilai A - B yang memenuhi kesamaan (x + 5)(Ax + B) = 2x? + 7x —
15 adalah —6
Jawaban: B

10

—~x+8 _ 4 B
(x+3)(2x—5):x+3+2x—5

—x+8 _ A(2x-5) B(x + 3)
(x+3)(2x —5) - (x+3)(2x—=5) * (2x=5)(x+3)

-x+8 _ 2Ax—5A Bx + 3B
(x+3)(2x = 5) - (x+3)(2x—=5) * (2x =5)(x+3)

—x+8 _ (2Ax + Bx) + (—5A + 3B)
(x+3)(2x—5) (x + 3)(2x — 5)

—x+8 _ (2A+B)x+ (=54 +3B)
(x+3)(2x—5) "  (x+3)(2x—5)

10
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Dari kesamaan suku banyak diatas diperoleh:

Koefiseinx: —1 =24+ B - 2A+ B = —1 persamaan 1
Konstanta: 8 = =54 + 3B - —54 + 3B = 8 persamaan 2
Untuk mencari nilai A dan B eliminasi persamaan 1 dan 2

24+B=-1]x3 ‘ 64+ 3B = -3
—5A+3B =38 x1|—-54A+3B=8 —
114 = -11
A=-1
Substitusi A = —1 ke persamaan 1 diperoleh
2A+B=-1
2(-1)+B=-1
—-2+B=-1
B=-1+2
B=1
Maka nilai A + B adalah
A+B=-1+1
=0
Jadi,nilaiA+ B =0
Jawaban: C
9. Misal suku banyak f(x) = x® + 3x2 — 8x + 2 10

Untuk menentukan nilai suku banyak kita bisa gunakan cara
substitusi atau skema
Cara Substitusi:
Substitusi x = —2 ke f(x) = x> + 3x% — 8x + 2
f(=2)=(-2)>+3(-2)?2-8(-2)+2
=-32+34)+16+2
=-32+12+18
=-2
Jadi, nilai f (x) untuk x = —2 adalah —2
Cara Skema:
Nyatakan f(x) dalam pangkat turun sebagai berikut
f(x) = x>+ 0x* + 0x3 + 3x% — 8x + 2

-2 1 0 0 3 -8 2

1 -2 4 =5 2 | =2 |—> Nilaif(x) untukx = -2

Jadi, nilai f (x) untuk x = —2 adalah —2
Jawaban: B

10. Diketahui: 10
f)=x*+ax®—5x2—x+4
f(-1)=-7

Ditanyakan: nilaa = -+

Cara Substitusi:
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—-a=-7-1
—a = -8
a=38

Jadi, nilaia = 8
Cara Skema:
f)=x*+ax3-5x2—x+4
-111 a -5 -1 4
-1 —a+1 a+4 —a—-3 +

Nilai f@e) intukax=4—Ja +3 | —a+1 | —>»

f(=1)=-7
—a+1=-7
—a=-7-1
—a=-8
a=38
Jadi, nilaia = 8
Jawaban: C

Skor Total 100

Untuk mengetahui tingkat penguasaan kalian, cocokkan jawaban kalian dengan kunci
jawaban. Hitung jawaban benar kalian, kemudian gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui tingkat penguasaan kalian terhadap materi kegiatan pembelajaran ini.

R T e _ Jumlah Skor % 100%
umus fnghkat fenguasaan = 1 mlah Skor Maksimum °

Kriteria

90% -100% = baik sekali
80% - 89% = baik

70% - 79% = cukup
<70% = kurang

Jika tingkat penguasaan kalian cukup atau kurang maka kalian harus mengulang kembali
seluruh pembelajaran.
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E. Penilaian Diri

Anak-anak isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui,
berilah penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda
centang pada kolom pilihan.

No. Kemampuan Diri Ya | Tidak

1. |Apakah kalian memahami pengertian polinomial?

2. |Apakah kalian dapat menentukan operasi penjumlahan pada polinomial
?

3. |Apakah kalian dapat menentukan operasi pengurangan pada polinomial
?

4. |Apakah kalian dapat menentukan operasi perkalian pada polinomial ?

Apakah kalian dapat menentukan kesamaan polinomial ?

6. |Apakah kalian dapat menentukan nilai polinomial?

Catatan:
Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka kalian dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya

1
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 2
PEMBAGIAN POLINOMIAL

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 2 ini diharapkan siswa dapat :

1. menentukan pembagian polinomial oleh bentuk linear (x — k),
menentukan pembagian polinomial oleh bentuk linear (ax + b),
menentukan pembagian polinomial oleh bentuk kuadrat ax? + bx + c,
menentukan sisa pembagian dengan teorema sisa,
menentukan faktor polinomial dengan teorema faktor.

Vi Wi

B. Uraian Materi

Pembagian Polinomial

Pembagian polinomial dapat ditinjau sebagai pembagian bilangan bulat. Perhatikan

pembagian bilangan bulat berikut.
85 <— hasil bagi

pembagi—> ( : é 257 <+—— bilangan yang dibagi

17
15 -—
<+——ssisa

Proses pembagian tersebut berhenti ketika sisa (2) lebih kecil dari pembaginya (3).
Hasil pembagian tersebut dapat dituliskan:

257 =(3x%x85)+2
Secara umum ditulis:

[ Bilangan yang dibagi = (pembagi x hasil bagi) + sisa ]

Proses pembagian bilangan bulat di atas juga berlaku pada suku banyak. Misalkan suku
banyak f(x) dibagi oleh p(x) menghasilkan h(x) dan sisanya s(x), maka dapat ditulis :

[ fG) = p(x) - h(x) + () )

Proses pembagian suku banyak dapat dilakukan dengan 2 cara, yaitu :
a. carabersusun, dan
b. carasintetik ( cara Horner )

1. Pembagian polinomial oleh bentuk linear (x — k)
Pembagian polinomial f(x) dengan pembagi (x — k) menghasilkan hasil bagi h(x) dan
sisa s(x) berderajat nol atau s(x) = konstanta, dituliskan sebagai berikut.

f(x) = (x=k)-h(x) +s(x)
Anak-anakku untuk lebih memahami pembagian polinomial oleh (x — k), yuk kita
perhatikan beberapa contoh soal berikut.
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Tentukan hasil bagi dan sisa pembagian dari (3x3 - 7x%2- 13x — 8) :(x - 4),
kemudian nyatakan f(x) dalam bentuk f(x) = (x- k) h(x) + s dengan:
a. cara bersusun

b. cara Horner

Pembahasan:
a. Carabersusun

|3X2 +5x+7 <«—— Hasil bagi = h(x)

Pembagi4>) 3x® -7x*-13x-8

3x3 — 12x?
5x% — 13x
5x2 — 20x
7x —8
X —28

4_— sisa (s)

Jadi, 3x3-7x%-13x -8 = (x-4)(3x2 + 5x + 7) + 20

b. Cara Horner

Pembagian suku banyak dengan cara Horner (sintetik) mirip dengan penentuan nilai suku
banyak dengan cara bagan /skema, yaitu dengan mendaftar koefisien-koefisien suku
banyak yang dibagi secara berurutan dari pangkat yang tertinggi.

(3x3 - 7x%-13x — 8): (x- 4) = pembagi x - 4, dalam bagan ditulis x = 4

3 -7 -13 -8 — » koefisien f(x)
12 20 28 —— hasil kali dengan 4
+
3\ 5 7} @ ‘ Sisa (s) atau f(4)
nilai x = k Y

koefisien hasil bagi h(x)

Dari pembagian dengan cara Horner diperoleh:
Hasil bagi: h(x) = 3x% + 5x + 7
Sisa pembagian: s = 20
Maka dapat ditulis,
3x3-7x%2 - 13x =8 = (x-4)(3x2 + 5x + 7) + 20

2. Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Linear (ax + b)
Anak-anakku pada uraian materi di atas dijelaskan bahwa jika polinomial f(x) dibagi
(ax + b) memberikan hasil bagi h(x) dan sisa s, maka diperoleh hubungan:

fx)=Gx—-kKkh(x)+s
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Jikak = — Z' hubungan di atas menjadi:
b
fx) = (x +E)h(x) +s

fx) = %(ax +b)h(x) +s
h(x)
f(x) = (ax +b)T+S
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh:
Hasil bagi f (x) oleh (ax + b) adalah 22

“a
Sisa pembagian s adalah f (— g)

Untuk lebih memahami pembagian polinomial oleh (ax + b), mari kita simak contoh soal
berikut.

Tentukan hasil bagi dan sisa pembagian dari f(x)
(3x*-5x3 + 7x? + 5x + 2): (3x + 1), kemudian nyatakan f(x) dalam
bentuk f(x) = (ax + b) h(x) + s dengan:
a. cara bersusun
b. cara Horner

Pembahasan:
a. Carabersusun

x® —2x% +3x +§ -« [ Hasil bagi h(x) }

3x+l> 3x* —5X° +7X% +5X+2

3x* 4+ x3
—6x3 +7x2
—6x3 — 2x2
9x2 + 5x
9x2% + 3x B
2x + 2
2x + 2
* T3

G o]

Dari hasil pembagian secara bersusun, diperoleh hasil bagi h(x) = x3 — 2x? + 3x + g dan

sisa pembagians =1 %, sehingga f (x) dapat dituliskan sebagai berikut

f() = Bx+1) (x3—2x2+3x+§)+1%
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b. Cara Horner
(B3x*-5x3+7x2+5x+ 2): (3x + 1) > pembagi 3x + 1 > x = —é

—% :é_“—_S____7““5__“2“1:<— Koefisien f(x)

-1 2 =3 =3
+
3 -6 9 2 @ -— Slsas=f(—§)
N /
N
Koefisien h(x)

Diperoleh h(x) = 3x3 — 6x? + 9x + 2dans = 1%

Selanjutnya hasil bagi dan sisa pembagian f(x) oleh (3x + 1) adalah:

Hasil bagi
h(x) 3x®—6x%+9x+2
a 3

2
=x3—2x2+3x+§
Sisa pembagian
-7(=3)=13
s=\"3)=13
Sehingga f(x) dapat ditulis :

2 1
(Bx*-5x3+7x%2+5x+2)=(3x + 1)(x3—2x2+3x+§)+1§

Dari dua contoh di atas, pembagian suku banyak f(x) oleh bentuk linear (x - k) atau

(ax + b), dapat disimpulkan bahwa :

- Derajat hasil bagi h(x) maksimum satu lebih kecil dari pada derajat suku banyak
f ().

- Derajat sisa s maksimum satu lebih kecil dari pada derajat pembagi. (

-’

3. Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Kuadrat ax? + bx + ¢ dengan a # 0

Jika polinomial f(x) dibagi dengan ax? + bx + ¢ dengan a # 0, maka hasil bagi dan sisa
pembagian polinomial dapat ditentukan dengan cara pembagian bersusun, skema Horner,
dan skema Horner kino.

a. Cara Bersusun

Pembagian suku banyak f(x) oleh bentuk kuadrat ax? + bx + ¢ dengan a # 0 dapat
dilakukan dengan cara bersusun seperti halnya pada pembagian suku banyak oleh bentuk
linear (x - k) atau (ax + b).

Secara umum, algoritma pembagian suku banyak f(x) oleh bentuk kuadrat (ax? + bx +
c) dapat dinyatakan dengan persamaan :

f(x) = (ax?+bx+c)h(x) + s(x) ]

Anak-anakku untuk lebih memahami pembagian polinomial oleh bentuk kuadrat ax? +
bx + ¢ dengan cara bersusun, mari simak beberapa contoh soal berikut.
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Tentukan hasil bagi dan sisa pembagian dari (x* + 3x3- 7x2- 4x- 15) :
(x? - x - 6) dengan cara bersusun.

Pembahasan:

lml <«—— Hasil bagi h(x)

x> —x—6 > x* +3x*—7x%—4x-15

x*— x3 — 6x2

4x3 — x?% — 4x
4x3 — 4x% — 24x

3x2 + 20x — 15
3x%2 — 3x—18

23x+3 |— Sisa s(x)

Berdasarkan pembagian bersusun di atas diperoleh hasil bagi h(x) = x? + 4x + 4 dan sisa

pembagian s(x) = 23x + 3 sehingga suku banyak f(x) dapat dituliskan sebagai berikut
x*+3x3 —7x%2—4x—-15=(x? —x—6)(x> +4x + 3) + (23x + 3)

Jadi, hasil bagi h(x) = x? + 4x + 4 dan sisa pembagian s(x) = 23x + 3

Contoh Soal 2

Tentukan hasil bagi dan sisa pembagian dari (2x3 - 6x2? +5x + 10) : (x% - 4)
dengan cara bersusun.

Pembahasan:

W Hasil bagi h(x)

X2 —4 ) 2x% —6x% +5x+10
2x3 — 8x

—6x% + 13x + 10
—6x% + 24

l 13x - 14 |<— Sisa s(x)

Bersasarkan pembagian bersusun di atas diperoleh hasil bagi h(x) = 2x- 6 dan sisa
pembagian s(x) = 13x - 14 sehingga f(x) dapat dituliskan sebagai berikut.

(2x3 - 6x% + 5x + 10) = (x?-4)(2x- 6) + (13x- 14)
Jadi, hasil bagi h(x) = 2x — 6 dan sisa pembagian s(x) = 13x — 14

Jika polinomial yang dibagi berderajat n dan pembaginya berderajat m, maka
diperoleh:
4 Hasil bagi berderajatn — m
4 Sisa pembagian berderajat m — 1 (derajat dari sisa pembagian kurang satu
dari derajat pembagi) )
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b. Cara Skema Horner

Pembagian polinomial dengan cara skema Horner hanya dapat digunakan untuk pembagi
yang dapat difaktorkan. Misalkan polinomial f (x) dibagi oleh bentuk kuadrat ax? + bx + ¢
yang dapat difaktorkan. Kita dapat menentukan hasil bagi dan sisa pembagian dengan cara
skema Horner, yuk perhatikan langkah-langkahnya

Langkah-langkah pembagian polinomial dengan cara skema Horner
1. Misalkan ax? + bx + ¢ dapat difaktorkan dan ditulis sebagai a(x — k;)(x — k),
dengana # 0 X
2. Langkah awal, kita bagi f (x) dengan (x — k;). Pada langkah ini diperoleh <
f(x) = (x = khy(x) + 51
3. Hasil bagi h; (x) dibagi lagi dengan (x — k). Pada langkah ini diperoleh
hi(x) = (x = kp)h, (x) + 52
4. Substitusi hy (x) ke bentuk persamaan f(x), diperoleh:
f(x) = (x = k)[(x = k)ha () + 52)] + 51
fx) = (x — k) (x — kp)hy(x) + s;(x — ky) + 51

_ h;(x)
f(x) = alx — kq)(x — k) Pl Sa(x —ky) + 51

c. Cara Skema Horner - Kino
Skema Horner - kino dicetuskan oleh Sukino, Horner kino merupakan pengembangan dari
skema Horner kino. Pada skema Horner terbatas untuk pembagi yang bias difaktorkan
sedangkan untuk skema Horner kino dapat diterapkan untuk pembagi apapun.
Anak-anakku untuk lebih memahami pembagian polinomial oleh bentuk kuadrat ax? +
bx + ¢ dengan cara skema Horner atau skema Horner kino, yuk kita perhatikan beberapa
contoh soal berikut.

Contoh Soal

Tentukan hasil bagi dan sisa pembagian dari polinomial f(x) = x* —3x?+2x—1
oleh x? — x — 2 dengan cara:

a. Skema Horner

b. Skema Horner-Kino

J

Pembahasan:

Nyatakan polinomial f (x) ke dalam pangkat turun sebagai berikut
f)=x*+0x3—-3x2+2x—-1

a. Skema Horner

Pembagi x? — x — 2 dapat difakrokan menjadi x2 —x — 2 = (x — 2)(x + 1) hal ini berarti

ki =2dank, = -1

1 0 -3 2 -1
2
2 4 2 8 +
1 2 1 4 |7 | <+— sisa pertama s, J
.
-1 —1 -1 0 +
:F__i______l ______ 0 4 4—4 Sisa kedua s, }
AN A
Y

[ Koefisien hasil bagi kedua h, (x) J
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Berdasarkan pembagian menggunakan skema Horner diperoleh:

Hail bagi ch(x)=x?>+x+0
Sisapertama :s; =7
Sisa kedua 1S, =4

Sisa pembagian :
s(x) =s3(x —kq) + 51

=4(x—-2)+7
=4x—-8+7
=4x -1

Jadi, hasil bagi h(x) = x? + x dan sisa pembagian s(x) = 4x — 1

b. Skema Horner-Kino

1 0 -3 2 -1 4—[ Koefisien f(x) }
2 * * 2 2 0
+
1 * 1 1 0 *
N J
Y

[ Koefisien hasil bagi h(x) }

Keterangan:
- Perhatikan pembagi x? — x — 2

- Baris 2 kolom paling kiri: — (_TZ) = 2, kolom 1 dan kolom 2 tidak diproses dan diberi

tanda *
- Baris 3 kolom paling kiri: — (_Tl) = 1, kolom 1 dan kolom 5 tidak diproses dan diberi

tanda *
Jadi, hasil bagi h(x) = x? + x dan sisa pembagian s(x) = 4x — 1

Teorema Sisa

1. Teorema Sisa untuk Pembagi Bentuk Linier (x — k)
Jika suatu polinomial f (x) dibagi oleh (x — k), maka akan diperoleh hasil bagi h(x) dan sisi
pembagian s, yang memenuhi hubungan

fX)=&—k)-h(x)+s
Karena pembagi berderajat 1 yaitu (x — k), maka sisa pembagi s maksimum berderajat nol,
yaitu sebuah konstanta. Sisa pembagian s dapat ditentukan dengan menggunakan teorema
berikut.

Jika polinomial f(x) berderajat n dibagi dengan (x — k), maka sisa pembagian s
ditentukan oleh s = f (k)

Bukti :
Anak-anakku untuk membuktikan teorema di atas, kita perhatikan derajat pembagi (x — k)
adalah 1, karena derajat pembagi 1 maka sisa pembagiannya berderajat 0 yang merupakan
suatu konstanta s sehingga diperoleh:
fx) = (x=kh(x) +s
Untuk x = k maka
fk) = (k —k)h(k) +s
=0-h(k)+s
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=0+s

=s
Terbukti sisa = s = f (k)
Berikut merupakan contoh soal penggunaan teorema sisa untuk pembagi bentuk linear
(x — k), yuk kita simak

Contoh Soal 1

Sisa pembagian jika suku banyak f(x) = 2x3 — 4x? + x + 8 dibagi oleh (x + 2) adalah

Pembahasan:
Suku banyak f(x) = 2x3 — 4x? + x + 8 dibagioleh (x + 2) > x + 2 =0 > x = —2, karena
pembagi berbentuk linear maka menurut teorema sisa diperoleh sisa s = f(—2)
Substitusi x = —2 ke suku banyak f(x)
s =f(=2)

=2(-2)-4(-2)?2+(-2)+8

=2(—-8)—4(4)—2+8

=-16—-16—-2+8

= —-26
Jadi, sisa pembagian f(x) oleh (x + 2) adalah —26

Contoh Soal 2

Diketahui f(x) = 3x3 + (4 + m)x? + mx + 6. Tentukan nilai m agar f(x) dibagi oleh
(x + 2) memberikan sisa - 10

Pembahasan:
f)=3x3+@+mx?+mx+ 6
Jika f(x) dibagi oleh (x + 2), maka menurut teorema sisa berlaku
s=f(=2)
=3(-22+@+m)(-2)>+m(-2)+6
=3(-8)+@+m)(4)—-2m+6
=-244+16+4m—-2m+6

=—-24+2m
Diketahui sisa s = —10 maka
—-2+4+2m=-10
2m=-10+2
2m = —8
8
m="3
m=—

Jadi, nilai m adalah —4

2. Teorema Sisa untuk Pembagi Bentuk Linier (ax + b)
Jika suatu polinomial f (x) dibagi oleh (ax + b), maka akan diperoleh hasil bagi % dan sisi

pembagian s, yang memenuhi hubungan

f(x)=(ax+b)-¥+s
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Sisa pembagian s ditentukan menggunakan teorema berikut ini.

Jika polinomial f(x) berderajat n dibagi dengan (ax + b), maka sisa pembagian s
ditentukan oleh s = f(— g)

Bukti:
Anak-anakku untuk membuktikan teorema di atas, perhatikan derajat pembagi (ax + b)
adalah 1. Karena derajat pembagi 1, maka sisa pembagiannya berderajat 0 dan berupa
konstanta s sehingga diperoleh:

f(x) = (ax + b)h(x) +s
Untuk x = — g, maka berlaku

DY
:(—b+b)-h(—§)+s

b
=O-h(——>+s
a

=0+s

=s
Terbukti, sisa=s = f (— g)
Berikut merupakan contoh soal penggunaan teorema sisa untuk pembagi bentuk linear

(ax + b), yuk kita simak

Sisa pembagian jika suku banyak f(x) = 2x3 — x? + x — 2 dibagi oleh (2x — 1) adalah

Pembahasan:
Suku banyak f(x) = 2x3 —x? + x — 2 dibagioleh 2x — 1) > 2x—1=0->x = %, karena

. . o . 1
pembagi berbentuk linear maka menurut teorema sisa diperoleh sisas = f (5)

Substitusi x = %ke suku banyak f(x)

s=f<1

N————

w
N

I
()

/NN

N| =
I
()

N———

~— N |
+

N = 4+
|

N

RPN = N
N——
[
BTN

N——
|
~

I
I
I
N

—+

I
I
+
N| RN =
I
()

N B R -

N| R ROIN N

w

2
Jadi, sisa pembagian f(x) oleh (2x — 1) adalah —;
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3. Teorema Sisa untuk Pembagi Bentuk (x — a)(x — b)
Jika pembagi bentuk kuadrat tidak dapat difaktorkan, maka sisa pembagian tidak dapat
diperoleh dengan teorema sisa, tetapi harus menggunakan cara pembagian bersusun.
Pembagian polinomial f(x) oleh (x —a)(x —b) memberikan hasil bagi h(x) dan sisa
pembagian s(x), yang memenuhi hubungan:
f() = (x —a)(x — b)h(x) + s(x)

Karena (x — a)(x — b) berderajat 2, maka sisa pembagiannya maksimal berderajat 1,
misalkan s(x) = px + q, maka hubungan di atas menjadi

fx) = (x —a)(x = b)h(x) + (px + q)
Berdasarkan uraian di atas diperoleh:

Sisa pembagian polinomial f(x) oleh (x —a)(x —b) adalah s(x) = px + q dengan
f(a) = pa+qdanf(b) =pb+q

Bukti:
Derajat pembagi polinomial (x — a)(x — b) adalah 2, maka sisa pembagiannya berderajat 1
yaitu s(x) = px + q sehingga diperoleh:
f(x) = (x—a)(x—b) h(x) + s(x)
f(x) =(x—a)(x—b) h(x)+ (px + q)
Untuk x = a diperoleh
f(a) = (a—a)(x — b)h(a) + (pa + q)
=0(x —b) h(a) + (ap + q)
=0+ (ap +q)
=ap+q
~fl@)=ap+q
Untuk x = b diperoleh
f(b) = (b —a)(b—b)h(b) + (pb + q)
=(b-a)-0-h(b)+ (bp+q)
=0+ (bp+q)
=bp+q
~ f(b) =bp +q
Terbukti: sisa s(x) = px + q dengan f(a) = pa + q dan f(b) = pb + q
Anak-anakku agar kita lebih memahami penggunaan teorema sisa untuk pembagi (x —
a)(x — b) mari kita pahami contoh soal berikut.

Contoh Soal

Suku banyak f(x) jika dibagi (x + 2) sisanya 12 dan jika dibagi (x - 3) sisanya —3.
Tentukan sisanya jika f(x) dibagi oleh (x + 2)(x - 3) !

Pembahasan:
Pembagi (x + 2)(x - 3) berderajat 2, maka sisanya s(x) berderajat 1.
Misal s(x) = px + ¢q
f(x) dibagi (x + 2)(x - 3), maka dapat ditulis :
fO) = +2)(x=3) h(x) +s(x)
= (x+2)(x=3)-h(x) + (px + q)
f(x) dibagi (x + 2) bersisa 12, maka f(-2) = 12, sehingga:
f(=2)=12
(—2+2)(-2-3) - h(=2) + (p(=2) + q) = 12
0-(=5)-h(=2)+(-2p+q)=12
0+ (—2p+q)=12
—2p+q=12
Diperoleh persamaan —2p + q = 12 merupakan persamaan (i)

@2020, Direktorat SMA, Direktorat Jenderal PAUD, DIKDAS dan DIKMEN 33



Modul Matematika Peminatan Kelas XI KD 3.4

f(x) dibagi (x — 3) bersisa —3, maka f(3) = —3, sehingga:
f3)=-3
B+2)(3-3)h(3) +(@QB) +4q) =-3
5-0-h(3)+(Bp+q)=-3
0+3p+q=-3
3p+gq=-3
Diperroleh persamaan 3p + g = —3 merupakan persamaan (ii)
Eliminasi g pada persamaan (i) dan (ii) untuk mencari nilai p
—2p+q=12
3pt+q=-3 —

p=-3
Substitusi nilai p = —3 ke persamaan (i)
—2p+q=12
—2(-3)+q=12
6+q=12
g=12-6
q==6
Diperoleh sisa pembagian
s(x) =px+q
=-3x+6
Jadi, sisa pembagiannya adalah s(x) = —3x + 6

Teorema Faktor

Anda telah mengetahui bahwa faktor-faktor dari 6 adalah 1, 2, 3, dan 6. Bilangan 2
termasuk faktor dari 6 karena 6 dapat dibagi habis oleh 2 atau pembagian 6 oleh 2
tidak memberikan sisa (sisanya = 0). Hal ini dapat ditulis :

6

E = 3 + 0

atau 6 = 2 X 3 + 0 dimana 0 adalah sisa pembagian.

Hal tersebut juga berlaku pada suku banyak. Sebagai contoh, (x + 1) adalah faktor dari

f(x) = x? - 5x - 6,karena pembagian f(x) = x? - 5x - 6 oleh (x + 1) memberikan sisa

0. Hal ini dapat ditulis sebagai berikut:

x> —-5x—6
(x+1)

atau

x?2—6x—6=(x+1)(x —6) + 0, dimana 0 adalah sisa

=(x-6)+0

Misalkan suku banyak f(x) dibagi oleh (x - k) memberikan hasil bagi h(x) dan sisa s(x).
Jika (x - k) merupakan faktor dari suku banyak f(x), maka pembagian f(x) oleh (x - k)
tidak memberikan sisa atau s(x) = 0. Secara umum disimpulkan bahwa jika (x - k)
merupakan faktor dari suku banyak f(x), maka dapat dinyatakan dalam persamaan :

f) = (x-k).h(x)

Teorema Faktor

1. Suatu fungsi suku banyak f(x) memiliki faktor (x - k) jika dan hanya jika f(k) = 0
2. Suatu fungsi suku banyak f(x) memiliki faktor (ax + b) jika dan hanya jika f (— Z) =0
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Bukti 1:
Pertama :
Membuktikan bahwa “jika (x — k) merupakan faktor dari f(x), maka f(k) = 0”
(x - k) merupakan faktor dari f(x), maka dari pengertian faktor dapat ditulis :
f) = (x-k).h(x)
dimana h(x) adalah hasil bagi.
Untuk x = k, maka:
flk) = (k- k)-h(k)
=0 - h(k)
=0
Jadi, terbukti f (k) = 0

Kedua:
Membuktikan bahwa “jika f (k) = 0, maka (x - k) merupakan faktor dari f(x)”
Menurut teorema sisa, pembagian f(x) oleh (x - k) memberikan sisa s = f(k), sehingga
dapat dituliskan :
fx) = (x-k).h(x) + s
fx) = (x-k).h(x) + f(k)
Jika f(k) = 0,maka:
f(x) (x-k).h(x) + O
f(x) = (x-k).h(x)
artinya (x - k) adalah faktor dari f(x) — berdasarkan definisi faktor. (terbukti).

Dari tahap pertama dan kedua, terbukti bahwa “suatu fungsi suku banyak f(x) memiliki
faktor (x - k) jika dan hanya jika f(k) = 0”

Dengan cara yang sama, kalian dapat membuktikan teorema faktor yang kedua.

Anak-anakku untuk lebih memahami penggunaan teorema faktor, mari kita pahami
beberapa contoh soal berikut.

Tunjukkan bahwa (x-1) dan (x + 1) merupakan faktor dari
x3-5x%-x+ 5!

Pembahasan:
Misalkan f(x) = x3 — 5x2 — x + 5. Untuk menunjukkan bahwa (x - 1) adalah faktor dari
f(x), cukup ditunjukkan f(1) = 0 berdasarkan teorema faktor

f=17°-5-*-Q) +5

=1-5-1—-1+45
=1-5-1+5
=0

Jadi, (x - 1) adalah faktor dari f (x).
Demikian juga untuk (x + 1), cukup ditunjukkan bahwa f(-1) = 0 berdasarkan teorema
faktor
fED) =D -5-D = (=D +5
=-1-5(1)+1+5
=-1-5+4+1+5
=0
Jadi, (x + 1) adalah faktor dari f(x).
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Tentukan nilai p sehingga x3 — x? + px — 15 mempunyai faktor (x - 3).

Pembahasan:

Misalkan f(x) = x3 — x2 + px — 15

(x —3) merupakan faktor dari f(x), berdasarkan teorema faktor f(3) =0 sehingga
diperoleh:

f3)=0

(3)*-B)»?+p3)-15=0

27-9+3p—15=10

3p+3=0
3p=-3
_ 3
P=73
p=-1

Jadi, nilai p adalah —1.

C.

Rangkuman

Berdasarkan uraian materi pada kegiatan pembelajaran 2, dapat disimpulkan:

1.

2.

3.

Misalkan suku banyak f(x) dibagi oleh p(x) menghasilkan hA(x) dan sisanya s(x),
maka dapat ditulis f(x) = p(x) - h(x) + s(x)
Proses pembagian suku banyak dapat dilakukan dengan 2 cara, yaitu cara bersusun
dan cara sintetik ( cara Horner )
Pembagian polinomial f(x) dengan pembagi (x — k) menghasilkan hasil bagi h(x) dan
sisa s(x) berderajat nol atau s(x) = konstanta, dituliskan sebagai berikut.

f(x) = (x—k)-h(x) +s(x)
Jika polinomial f(x) dibagi (ax + b) memberikan hasil bagi h(x) dan sisa s, maka
diperoleh hubungan:

f(x) = (ax + b)@+ s

Hasil bagi f(x) oleh (ax + b) adalah x)

o
Sisa pembagian s adalah f (— g)

Menentukan derajat hasil bagi dan sisa pada pembagian polinomial f(x) dengan
pembagi bentuk linear (x - k) atau (ax + b) berlaku:

- Derajathasil bagi h(x) maksimum satu lebih kecil dari pada derajat suku banyak

f ).

- Derajat sisa s maksimum satu lebih kecil dari pada derajat pembagi.
Pembagian Suku Banyak oleh Bentuk Kuadrat ax? + bx + ¢ dengan a # 0
Jika polinomial f(x) dibagi dengan ax? + bx + ¢ dengan a # 0, maka hasil bagi dan
sisa pembagian polinomial dapat ditentukan dengan cara pembagian bersusun, skema
Horner, dan skema Horner kino.

a. Cara Bersusun

Secara umum, algoritma pembagian suku banyak f(x) oleh bentuk kuadrat (ax? +
bx + c) dapatdinyatakan dengan persamaan :
f(x) = (ax?+bx+c)h(x) + s)
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b. Cara Skema Horner
Pembagian polinomial dengan cara skema Horner hanya dapat digunakan untuk
pembagi yang dapat difaktorkan. Misalkan polinomial f(x) dibagi oleh bentuk
kuadrat ax? + bx + ¢ yang dapat difaktorkan. Kita dapat menentukan hasil bagi dan
sisa pembagian dengan cara skema Horner, yuk perhatikan langkah-langkahnya
Langkah-langkah pembagian polinomial dengan cara skema Horner
1. Misalkan ax? + bx + ¢ dapat difaktorkan dan ditulis sebagai a(x — k;)(x —
k,),dengana # 0
2. Langkah awal, kita bagi f(x) dengan (x — k;). Pada langkah ini diperoleh
fG) = (x —khi(x) + 51
3. Hasil bagi h, (x) dibagi lagi dengan (x — k). Pada langkah ini diperoleh
hi(x) = (x — kz)hy(x) + 55
4. Substitusi h; (x) ke bentuk persamaan f(x), diperoleh:

h
£®) = agx — ky)(x — k) 2D

a
c. Cara Skema Horner - Kino
Skema Horner - kino dicetuskan oleh Sukino, Horner kino merupakan
pengembangan dari skema Horner kino. Pada skema Horner terbatas untuk
pembagi yang bias difaktorkan sedangkan untuk skema Horner kino dapat
diterapkan untuk pembagi apapun.
7. Jika polinomial yang dibagi berderajat n dan pembaginya berderajat m, maka
diperoleh:
+ Hasil bagi berderajatn — m
+ Sisa pembagian berderajat m — 1 (derajat dari sisa pembagian kurang satu dari
derajat pembagi)
8. Teorema Sisa untuk Pembagi Bentuk Linier (x — k)

+ Sz(x— kl) +S1

Jika polinomial f(x) berderajat n dibagi dengan (x — k), maka sisa pembagian s
ditentukan oleh s = f(k)

9. Teorema Sisa untuk Pembagi Bentuk Linier (ax + b)

Jika polinomial f(x) berderajat n dibagi dengan (ax 4+ b), maka sisa pembagian s
ditentukan oleh s = f(— Z)

10. Teorema Sisa untuk Pembagi Bentuk (x — a)(x — b)

Sisa pembagian polinomial f(x) oleh (x —a)(x —b) adalah s(x) = px + q dengan
f(a) =pa+qdanf(b) =pb+gq

11. Teorema Faktor

1. Suatu fungsi suku banyak f(x) memiliki faktor (x - k) jika dan hanya jika f(k) = 0
2. Suatu fungsi suku banyak f (x) memiliki faktor (ax + b) jika dan hanya jika f (— g) =0
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D. Latihan Soal

Anak- anak untuk mengukur kemampuan pemahaman konsep kalian terhadap pembagian
pada polinomial, teorema sisa, dan teorema faktor kerjakan soal latihan berikut:

1. Hasil bagi dan sisa pembagian polinomial (9x3 + 5x? — 2x + 3) oleh (x + 1) adalah ...
9x2 + 4x — 1 dan 2

9x2 + 4x — 1 dan —2

9x% —4x + 2dan 1

9x% — 4x + 1 dan 2

9x% —4x + 1dan1

Mmoo w e

2. Jika 2x3 — 5x2 — kx + 18 dibagi x — 1 mempunyai sisa 5, nilai k adalah ...
A —15

B. —-10
C. 0

D. 5

E. 10

3. Hasil bagi dan sisa pembagian jika suku banyak f(x) = 3x3 + x2 + x + 2 dibagi oleh
(3x — 2) berturut-turut adalah ...
A. 3x?+3x+3dan4
B. 3x2—x—1dan4
C. x> —x+1dan—4
D. x?+x+ 1dan4
E. x?+x—1dan3

4. Hasil bagi dan sisa pembagian jika suku banyak f(x) = x* — 3x3 — 5x? + x — 6 dibagi
oleh x? — x — 2 berturut-turut adalah ...
A. x*>+2x+5dan—-8x — 16
B. x2—2x+5dan8x + 16
C. x2—2x—5dan—-8x + 16
D. x?+2x+5dan—8x + 16
E. x?—-2x—5dan—8x —16

5. Hasil bagi polinomial (8x* + 4x3 + 2x? — 9x — 6) oleh (2x? — 3x + 5) adalah ...

A. 4x*>+16x—6
B. 4x2+8x+3
C. 4x*+8x—-3
D. 4x?>—-8x+3
E. 4x*>—-8x-3

6. Sisa pembagian polinomial 2x* + 3x3 — x? — 8x + 5 oleh (x — 2) adalah ...

A 41
B. 36
C. 30
D. 25
E. 17

7. Jika f(x) = 2x3 + ax? + 20x + 10 dibagi oleh (2x — 1) bersisa 18, nilai a adalah ...
A. 18
B. 9
C. 5
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D. -9
E. —-19

8. Jika suku banyak f(x) = x*+3x%2+x? — (p + 1)x + 1 dibagi oleh (x — 2) sisanya
adalah 35. Nilai p adalah ...

A 4
B. 3
C. 0
D. -3
E. —4

9. Sebuah polinomial jika dibagi (x — 4) bersisa 5 dan jika dibagi (x — 3) bersisa —2. Jika
polinomial tersebut dibagi x> — 7x + 12, maka sisanya adalah ...

A —-7x+23
B. —7x—23
C. 7x+23
D. 7x—23
E. 23x+7

10. Salah satu faktor dari f(x) = x3+ ax? —x — 2 adalah (x + 2). Salah satu faktor
lainnya dari f(x) adalah ...
A x—-1
B. x—2
C. x-3
D. x+3
E. x+4

1
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Pembahasan dan Kunci Jawaban

No. Pembahasan Skor
1. | Misalkan f(x) = 9x3 + 5x2 — 2x + 3 dibagi oleh (x + 1) 10
Untuk mencari hasil bagi dan sisa pembagian, kita bisa menggunakan cara

skema horner berikut.
9 5 -2 3
-1
* -9 4 -2 +
SRR ET)
\ )
Y
{ Koefisien hasil bagi h(x) }
Dari pembagian dengan skema Horner di atas, diperoleh:
Hasil bagi: h(x) = 9x2 —4x + 2
Sisa pembagian:s =1
Jadi, hasil bagi dan sisa berturut-turut adalah 9x%2 —4x +2dan1
Jawaban: C
2. | Polinomial p(x) = 2x3 — 5x? — kx + 18 dibagi (x — 1) mempunyai sisa 5, | 10
artinyap(1) =5
Substitusi x = 1 ke p(x)
p(1) =5
2(1)3 -5(1)?2-k(1)+18=5
2(1)-5(1)—k+18=5
2—-5—-k+18=5
—k+15=5
—k=5-15
—k=-10
k=10
Jadi, nilai k yang memenuhi adalah 10
Jawaban: E
3. | Diketahui f(x) = 3x3 + x2 + x + 2 dibagi oleh (3x — 2) 10
Untuk menentukan hasil bagi dan sisa pembagian kita bisa menggunakan
skema Horner
Pembagi bentuk linear (3x — 2) artinya3x —2=0 - x = g
3 1 1 2
2
3
2 2 2 +
U
Y
[ Koefisien hasil bagi h(x) j
Dari pembagian dengan skema horner di atas, diperoleh:
3x2+3x+3
Hail bagi: h(x) = =—— = x2+x+1
Sisa pembagian:s = 4
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No. Pembahasan Skor
Jadi, hasil bagi dan sisa berturut-turut adalah x>+ x+1dan1
Jawaban: D
4. | Diketahui f(x) = x* — 3x3 — 5x2? + x — 6 dibagi oleh x? — x — 2 10
Karena pembagi berderajat 2 maka untuk mempermudah mencari hasil
bagi dan sisa pembagian kita dapat menggunakan skema Horner-Kino
berikut.
1 -3 =5 1 -6 <—‘ Koefisien f(x) ‘
2 * * 2 —4 —-10
+
1 * 1 -2 -5 *
1 —2 _js —8 —16 <« Sisa s(x)
N
[ Koefisien hasil bagi h(x) }
Dari proses pembagian dengan skema Horner-Kino diperoleh:
Hasil bagi: h(x) = x2 —2x — 5
Sisa pembagian: s(x) = —8x — 16
Jadi, hasil bagi dan sisa pembagian berturut-turut adalah x? — 2x — 5 dan
—8x — 16
Jawaban: E
5. | Misalkan f(x) = 8x* + 4x3 + 2x? — 9x — 6 dibagi oleh 2x? — 3x + 5 10
Karena pembagi berderajat 2 maka untuk mempermudah mencari hasil
bagi dan sisa pembagian kita dapat menggunakan skema Horner-Kino
berikut.
Pembagi 2x? — 3x + 5 kita buat menjadi
2x2—3x+5=0
2x2=3x-5
, 3 5
© T2l
Diperoleh k; = — > dan k, = %
Pembagian f(x) dengan skema Horner-Kino
8 4 2 -9 -6 4—‘ Koefisien f(x)
_E * * —-20 —40 —15
2
3 * 12 24 9 * +
2
8 16 6 —40 —21 <«— | gisq s(x)
\ J
Y
[ Koefisien hasil bagi h(x) }
Dari proses pembagian dengan skema Horner-Kino diperoleh:
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No. Pembahasan Skor

Hasil bagi : h(x) = % = 4x? + 8x + 3 hasil bagi dibagi dengan
koefisien x? dari pembagi
Sisa pembagian : s(x) = —40x — 21

Jadi, hasil bagi dan sisa pembagian berturut-turut adalah 4x? + 8x + 3 dan
—40x — 21

Jawaban: B

6. | Diketahui p(x) = 2x* + 3x3 — x? — 8x + 5 dibagi oleh (x — 2) 10
Karena derajat pembagi (x — 2) adalah , maka sisa pembagian berderajat 0
yaitu berupa konstanta. Dengan menggunakan teorema sisa
s = p(2) artinya substitusi x = 2 ke p(x) sebagai berikut
p(2) =22)*+3(2)2-(2)2-8(2) +5

=2(16)+3(8)—4—-16+5

=32+24—-4-16+5

=41
Jadi, sisa pembagian adalah 41
Jawaban: A
7. | Diketahui f(x) = 2x3 + ax? + 20x + 10 10

f(x) dibagi (2x — 1) bersisa 18.
Berdasaran teorema sisa, sisa pembagian f(x) oleh (2x — 1) adalah s =

f G) = 18 artinya
(g)-1s
2

2(2) +a(3) +20(D)+10-18
2) T2 2 -

1 1
2(—)+a(z)+10+10=18

8
1+a+20—18
4 4 B
1+a—18 20
4 4
1+a_

i
1+a=(-2)-4
1+a=-8

a=-8-1
a=-9
Jadi, nilaia = -9
Jawaban: D

8. | Diketahui f(x) = x* 4+ 3x3 + x? — (p + 1)x + 1 dibagi oleh (x — 2) sisanya | 10
35

Berdasarkan teorema sisa, jika f(x) dibagi oleh (x — 2), maka s = f(2) =
35 artinya
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No.

Pembahasan

Skor

—2p = -8
p=4
Jadi, nilaip = 4
Jawaban: A

Pembagi x? — 7x + 12 = (x — 4)(x — 3)
Pembagi berderajat dua maka sisanya berderajat satu.
Berdasrakan teorema sisa maka s(x) = px + q
s(4) =f(4) =5 - 4p + q = 5 persamaan 1
s(3) =f(3) =—-2 - 3p+q = —2persamaan 2
Eliminasi g pada persamaan 1 dan 2 untuk mencari nilai p
4p+q =5
3ptgq=-2 —
p=7
Substitusi p = 7 ke persamaan 1
4p+qg=>5
4(7)+q =5
284+q=5
q=5-28
q=-23
Sisa pembagian s(x) = px + q = s(x) = 7x — 23
Jadi, sisa pembagian adalah 7x — 23
Jawaban: D

10

10.

Diketahui f(x) = x3 4+ ax?—x—2
(x + 2) faktor dari f(x), berdasarkan teorema faktor f(—2) = 0 artinya
x = —2 disubstitusi ke f(x) sebagai berikut.
f(=2)=0
(-2 +a(-2)>-(-2)—-2=0
(-8)+a(4)+2-2=0
—8+4a=0
4a =8
8
Ty
a=2
Karena a = 2, sehingga f(x) = x3 + 2x? —x — 2
Untuk mencari faktor yang lain dari f(x) kita bisa membagi f (x) oleh (x +
2) dengan menggunakan skema Horner berikut.

1 2 -1 -2

o (o

[ Koefisien hasil bagi h(x) ]

-2

[UnN
o

Dari hasil pembagian dengan skema Horner diperoleh:

Hasil bagi : h(x) = (x? — 1) karena hasil bagi sudah berderajat dua, untuk
mencari faktor yang lain, kita bisa memfaktorkan hasil bagi h(x) = x? — 1
menjadi (x2 —1) = (x — 1)(x + 1)

Jadi, faktor yang lain dari f(x) adalah (x — 1) dan (x + 1)

Jawaban: A

10

Skor Total

100
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Untuk mengetahui tingkat penguasaan kalian, cocokkan jawaban kalian dengan kunci
jawaban. Hitung jawaban benar kalian, kemudian gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui tingkat penguasaan kalian terhadap materi kegiatan pembelajaran ini.

Rumus Tingkat P __JumiahSkor ;0
umus fmgkat Tenguasaan = 1 mlah Skor Maksimum °

Kriteria
90% -100% = baik sekali

80% - 89% = baik
70%-79% = cukup
<70% = kurang

Jika tingkat penguasaan kalian cukup atau kurang maka kalian harus mengulang kembali
seluruh pembelajaran.
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E. Penilaian Diri

Anak-anak isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui,
berilah penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda
centang pada kolom pilihan.

No. Kemampuan Diri Ya [Tidak

1. |Apakah kalian dapat menentukan pembagian polinomial oleh bentuk
linear (x — k)?

2. |Apakah kalian dapat menentukan pembagian polinomial oleh bentuk
linear (ax + b) ?

3. |Apakah kalian dapat menentukan pembagian polinomial oleh bentuk
kuadrat ax? + bx + ¢ ?

4. |Apakah kalian dapat menentukan sisa pembagian dengan teorema sisa?

Apakah kalian dapat menentukan faktor dari polinomial dengan
teorema faktor?

Catatan:
Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka kalian dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya

1
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KEGIATAN PEMBELAJARAN 3
PERSAMAAN POLINOMIAL

A. Tujuan Pembelajaran

Setelah kegiatan pembelajaran 3 ini diharapkan siswa dapat:
1. Memahami persamaan polinomial

2. Menentukan akar-akar persamaan polinomial

3. Menentukan jumlah akar-akar polinomial

4. Menentukan hasil kali akar-akar polinomial

B. Uraian Materi

Persamaan Polinomial

Persamaan polinomial merupakan kalimat terbuka yang nilai kebenarannya tergantung
pada nilai variabel yang diberikan. Secara umum, persamaan polinomial dalam variabel x
dapat dituliskan sebagai berikut.

ApX™ + A XVt ap Xt ayx? tax+ag =0
Dengan a,, # 0 dan n bilangan asli
Penyelesaian polinomial merupakan nilai variabel yang membuat persamaan polinomial
bernilai benar. Untuk lebih memahami penyelesaian polinomial mari kita simak contoh
berikut

Persamaan polinomial x3 —4x2 + x + 6 = 0
Untukx =1
(13 —-412?>+1+6=0
1-4-(1)+1+6=0
1-4+14+6=0
4 = 0 (salah)
Diperoleh x = 1 bukan merupakan penyelesaian persamaan polinomial
Untuk x = 2
(22 -4(2)?+2+6=0
8—4-4+2+6=0
8—-16+2+6=0
0 = 0 (benar)
Diperoleh x = 2 merupakan penyelesaian persamaan polinomial

Menentukan Akar-akar Persamaan Rasional

Menentukan akar-akar persamaan rasional dapat diartikan menentukan nilai variabel yang
membuat persamaan polinomial bernilai benar. Menentukan akar-akar polinomial
berderajat dua dapat dilakukan dengan pemfaktoran, melengkapi kuadrat sempurna, dan
rumus abc. Sedangkan untuk menentukan akar-akar polinomial berderajat lebih dari dua,
dapat digunakan pengertian dan langkah-lamgkah berikut.

1
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1. Pengertian akar-akar Rasional
- Jika % sebuah bilangan rasional pecahan dalam suku terendah, maka % merupakan

akar persamaan suku banyak:
A X" + A X+ Ay x i+ ayx? +a;x+ag=0,a, # 0

dengan koefisien-koefisien bilangan bulat, dimana b adalah faktor bulat dari ay dan ¢
adalah faktor bulat dari a,,

Jika % adalah akar rasional dari 6x3 + 5x% — 3x — 2 = 0, nilai b dibatasi sampai faktor

dari 2, yaitu +1, +2, sedangkan nilai ¢ dibatasi sampai faktor dari 6, yaitu:
+1,+2,£3, t6.

dan +

UJ_IN

Jadi, akar rasional yang mungkin hanya: +1,+2,+ %, + %, +

[N N

Jika persamaan f(x) = 0 mempunyai Koefisien-koefisien bulat dengan koefisien pangkat
tertinggi adalah satu dan laiinya dalam bentuk p seperti berikut.
X"+ px™+px™ 2+ p_x+p, =0

Maka setiap akar rasional dari f(x) = 0 adalah sebagai bilangan bulat dan sebuah faktor
dari py,.

Jadi, akar-akar rasional (jika ada) dari persamaan x3 + 2x? — 11x — 12 = 0 terbatas
sampai faktor-faktor bulat dari 12, yaitu +1, 2,43, +4,+6,dan +12

2. Menentukan akar-akar rasional persamaan suku banyak f(x) = 0

Langkah-langkah menentukan akar-akar rasional persamaan polinomial f(x) = 0 adalah
sebagai berikut:

«Selidiki apakah jumlah koefisien-koefisien f(x) = 0?
eJika ya, maka x = 1 merupakan akar dari f(x) = 0
Langkah 1 | °Jikatidak, lakukan langkah 2

ePeriksa apakah jumlah koefisien-koefisien variabel berpangkat genap
sama dengan jumlah koefisien-koefisien berpangkat ganjil?
ejika ya, maka x = —1 merupakan akar dari f(x) = 0
Langkah 2 eJika tidak, lakukan langkah 3

eTentukan faktor-faktor dari nilai mutlak a, (a; # 0, lakukan dengan cara

coba-coba
Langkah 3
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Anak-anakku, untuk lebih memahami cara menentukan akar-akar rasional dari persamaan
polinomial f(x) = 0, mari kita simak contoh soal berikut.

Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan polinomial

x*—15x%2—10x+24=0

Pembahasan:

Misalkan f(x) = x* + 0x3 — 15x2 — 10x + 24

Untuk menentukan himpunan penyelesaian dari polinomial f(x) ikuti langkah-langkah
berikut

Langkah 1

Jumlahkan koefisen-koefisien f(x), yaitu:

Koefisien x* : 1

Koefisien x3 : 0

Koefisien x? : —15

Koefisien x : —10

Koefisien x° atau konstanta : 24

Jumlah koefisien-koefisien f(x) =1+ 0+ (=15) + (-10)+24 =0
Karena jumlah koefisien-koefisien f(x) = 0 maka x = 1 merupakan akar dari
persamaan polinomial f(x) =0

Untuk mencari akar yang lain, kita bias gunakan skema horner berikut.

1 0 -15 -10 24

1 1 1 —-14 —24 +
1 1 —-14 —24 0
N N J

Koefisien hasil bagi h(x)

Dari pembagian dengan skema horner diperoleh hasil bagi h(x) = x3 + x? — 14x —
24

Lakukan langkah 1 lagi pada hasil bagi h(x) = x3 + x? — 14x — 24
Koefisien-koefisien dari h(x) yaitu:

Koefisien x3: 1

Koefisien x% : 1

Koefisien x : —14

Koefisien x° atau konstanta : —24

Jumlahkan koefisien-koefisien pada h(x)

=14+1-14-24

=-36

Karena jumlah koefisien h(x) = —36 # 0 maka lakukan langkah 2
Langkah 2 untuk menentukan faktor dari h(x)

Jumlahkan koefisen berpangkat ganjil dan koefisen berpangkat genap
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Koefisien pangkat ganjil yaitu :
Koefisien x3: 1
Koefisien x : —14
Jumlah koefisien pangkat ganjil = 1 + (—14) = —13
Koefisien pangkat genap yaitu:
Koefisien x2 : 1
Koefisien x° atau konstanta : —24
Jumlah koefisien pangkat genap = 1 + (—24) = —23
Karena jumlah koefisien pangkat ganjil (—13) # jumlah koefisien pangkat genap
(—23) maka lanjutkan ke langkah 3
e Langkah 3
Perhatikan nilai mutlak konstanta yaitu a, = |a,| = |24|
Faktor dari 24 adalah +1,+2,43,44,46,48,4+12,dan + 24
Karena x = +1 bukan merupakan akar dari h(x), maka nilai x = 41 tidak perlu
dicoba lagi dengan skema horner

1 1 —14 —24
-2
* —2 2 24 +
1 1 -12 [0 «—
\ J
Y

[ Koefisien hasil bagi h(x) }

-~ x = —2 merupakan akar dari h(x) = 0 dengan hasil bagi = x? — x — 12
Untuk mencari akar yang lain, kita dapat memfaktorkan hasil bagi x? — x — 12
sebagai berikut
x2—x—-12=0
(x—4)(x+3)=0
x =4ataux = —3
Akar-akar persamaan x* — 15x? — 10x + 24 = 0 adalah —3,—2,1,dan 4
Jadi, HP dari persamaan suku banyak itu adalah {—3, -2, 1, 4}

Jumlah dan Hasil Kali Akar-akar Persamaan Polinomial

Jumlah dan hasil kali akar-akar suatu polinomial dapat ditentukan tanpa harus mencari
akar-akarnya terlebih dahulu. Jumlah dan hasil kali akar-akar polinomial dijelaskan dalam
teorema berikut.

Misalkan x4,x,, dan x; adalah akar - akar persamaan suku banyak berderajat tiga

fx)=Ax3+Bx*+Cx+ D = 0..(1)

Maka persamaan tersebut dapat ditulis dalam bentuk :
Alx —x)(x —x)(x —x3) =0
Alxy — (x1 + x)x + % ][(x—x3) =0
Al x3 - X3 x3 = (X +x2)x; + x3 (X7 + X)X + XXX — Xyx3%3] = 0
Al x3 — (g + x5 + x3)x% + (1% + x1X3 + X3x3)X — X%, X3 ] =0
Ax3 — A(xy + x5 + x3)x% + AQxy x5 + x1X3 + X%3)x — Axyx x3 =0 ... (2)
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Ruas kiri persamaan (1) dan (2) disamakan, sehingga diperoleh persamaan :
+ Ax® = Ax3
+ —A(x; + x, + x3)x? = Bx?
—A(x; +x,+x3) =B

x1+x2+x3=—z

+ A(x1x, + x1%3 + x3x3)x = Cx
A(xyxy + x1%3 + x3x3) = C

X1X2 ar X1X3 AP X2X3 = Z
’*— _Ax1x2x3 = D
D

X1X2 X3 = ——
1X2 X3 1
Dengan cara yang sama, kita dapat menemukan rumus jumlah dan hasil kali akar- akar

persamaan suku banyak yang berderajat empat atau lebih menggunakan teorema vieta
berikut.

Jika x4, x5, x3, ..., X, adalah akar-akar persamaan polinomial
Apx™ + A1 X" Tt ap_x"2+ tayx?tax+ay =0
maka berlaku:

- Xy Xy Xy et Xy Xy = 2L

an
an-
- XX XXz o XXz XXy o XXy, =

an

--- dan seterusnya

— n %o
- XqXpXg e Xp_1Xn = (1) X =

Anak-anakku, untuk lebih memahami jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan
polinomial, mari kita simak contoh soal berikut.

Akar-akar persamaan suku banyak 5x3- 10x%? + 2x + 3 = 0 adalah
X1,X, dan x3. Tentukan nilai dari :

a. xq1 + x; + x3
b. x1xy + x1x3 + Xx3
C. X1X3 X3

Pembahasan:

5x3—10x2+2x+3=0

Dari persamaan polinomial tersebut diperoleh:

A=5B=-10,C =2,danD =3
(-10) _

-—===

2

B
da. x1+x2+X3:_Z:
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c 2
b. x1x2 + x1x3 + x2x3 = Z = E

C. X1X2 X3 = ——=—=

Akar - akar persamaan suku banyak x3 —4x2 4+ x +m = 0 adalah xq,x,,
dan x3. Jika x; = 2, tentukan nilai dari:

a x; + x, + x3
b. x1x, + x1x3 + X3x3
C. XX X3

Pembahasan:
fX)=x3—-4x*+x+m=0
dari nilai x; = 2 dapat diperoleh nilai m dengan cara mensubstitusi x = 2 ke f(x)
f(2)=0
(22 -412)?>+2+m=0
8—4(4)+24+m=0
8—-164+24+m=20
m—6=0
m=6
Karenam = 6 maka f(x) = x3 — 4x? + x + 6 = 0 diperoleh:
A=1,B=—-4,C=1,danD =6

B (-4)
a X txtxz3=——=—""=
1t X2 +x3 " "
c 1
b. xle+X1X3+x2x3=Z=_=
€. Xpxpxs=—2=-2=_¢
. 14243 — A_ 1_

C. Rangkuman

Berdasarkan uraian materi pada kegiatan pembelajaran 3, dapat disimpulkan:

1. Persamaan polinomial merupakan kalimat terbuka yang nilai kebenarannya
tergantung pada nilai variebel yang diberikan. Secara umum, persamaan polinomial
dalam variabel x dapat dituliskan sebagai berikut.

Apx™ + ap 1 x" Tt ap px™ 2+ b apx?tax+ag =0
dengan a,, # 0 dan n bilangan asli

2. Menentukan akar-akar rasional persamaan suku banyak f(x) = 0
Langkah-langkah menentukan akar-akar rasional persamaan polinomial f(x) =0
adalah sebagai berikut:
Langkah 1 : Selidiki apakah jumlah koefisien-koefisien f(x) = 0?
e Jika ya, maka x = 1 merupakan akar dari f(x) = 0
o Jika tidak, lakukan langkah 2
Langkah 2 : Periksa apakah jumlah koefisien-koefisien variabel berpangkat genap
sama dengan jumlah koefisien-koefisien berpangkat ganjil?
e jikaya, maka x = —1 merupakan akar dari f(x) = 0
o Jika tidak, lakukan langkah 3
Langkah 3 : Tentukan faktor-faktor dari nilai mutlak ay (a, # 0,lakukan dengan cara
coba-coba
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3. Jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan polinomial dapat dicari menggunakan
teorema Vieta sebagai berikut:
Jika x4, x5, X3, ..., X, adalah akar-akar persamaan polinomial
ApX" + A x Tt ap px"2 + tagx? tagx+ag =0
maka berlaku:

- x1 +x2+X3+"'+xn_1 +xn=an_1

n
an-2

- XqXg F XXz XXy F XpXy o X1 Xy = o
n

-~ dan seterusnya

- XXX e Xpoq Xy = (1) X 2

an

D. Latihan Soal
Anak- anak untuk mengukur kemampuan pemahaman konsep kalian terhadap persamaan
polinomial, jumlah dan hasil kali akar-akar persamaan polinomial kerjakan soal latihan

berikut:

1. Jika salah satu akar persamaan plinomial x* — 5x3 + ax + 8 = 0 adalah —2, nilai a =

A 30
B. 20
C. 10
D. —-10
E. =30

2. Jikax = 2 danx = 4 merupakan akar-akar real persamaan x3 + cx + 4 = 0, maka akar

yang ketiga adalah ...
A 4
B. 2
c. —1
D. -2
E. —4

3. Persamaan polinomial x3 — x? — 32x + p = 0 memiliki sebuah akar x = 2.akar-akar

yang lain adalah ...
A. —6dan5

B. —6dan 3

C. —5dané6

D. 2dan5

E. 3dan5

4, Akar-akar persamaan polinomial x3 — 3x? — 6x + 8 = 0 adalah ...

A. 1,2,dan4

B. 1,2,dan—4
C. 1,—-2,dan4
D. 1,—-2,dan —4
E. —1,2,dan4

5. Diketahui akar-akar persamaan polinomial 3x3+2x2—8x—5=0 adalah
X1, %5, dan x3. Nilai x; x, + x1x3 + x, x5 adalah ...

A2
3
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w N

MmO 0w
|

A 4
B. %
3
C. 0
p. -3
4
E. -2

7. Diketahui persamaan polinomial x* — 4x3 + 3x? — 6x — 2 = 0. Jika p, q, 7, dan s akar-
akar persamaan polinomial, nilai p—:r F—t+—+ q—is adalah ...

pqs prs
A 4
B. 2
c. -1
2
D. —2
E. —4

8. Diketahui x;, x,, dan x; adalah akar-akar persamaan polinomial x3 — 2x% — 5x + p =
0.Jika x3 = x, — xq, nilaip = -+

A 6
B. 5
C. 4
D. —4
E. -6

9. Dua buah kubus mempunyai selisih panjang rusuk 3 cm. jika jumlah volume kedua
kubus adalah 637 cm3, maka jumlah kedua luas permukaan kubus adalah ...
610 cm?

mgo O w >
S
o
<)
(@]
8
N N NN

10. Seorang peneliti merancang sebuah wadah berbentuk balok dari bahan aluminium.
Wadah tersebut harus mampu menampung 4.000 ml larutan. Peneliti menginginkan
lebar wadah 5 cm lebih pendek dari panjangnya dan tinggi wadah 17 cm lebih pendek
dari panjangnya. Dengan memisalkan panjang wadah x cm diperoleh volume wadah
V = 4.000 ml. panjang wadah tersebut adalah ...

A 8

B. 10
C. 20
D. 25
E. 30
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Pembahasan dan Kunci Jawaban

No. Pembahasan Skor
1. | Persamaan plinomial x* —5x3 + ax +8 =10 10
x = —2 merupakan akar persamaan artinya x = —2 memenuhi persamaan

polinomial dan dapat dituliskan sebagai berikut.
(-2)*-5(-2*+a(-2)+8=0
16 = 5(—8)—2a+8=0
16 +40—-2a+8=0
60—2a=0
—2a =-60
_ 60
“=72
a=30
Jadi, nilai a = 30
Jawaban: A
2. | Persamaan polinomial x3 + cx + 4 = 0 10
Nyatakan persamaan polinomial dalam pangkat turun berikut
X} +0x2+cx+4=0
x =2 dan x = —4 merupakan akar real artinya ketika persamaan
polinomial dibagi x = 2 dan x = —4 bersisa 0.
Untuk mencari faktor yang lainnya, kita gunakan skema horner berikut.
1 0 c 4
2
2 4 2c+8
1 2 c+4 2c+12 -—sisal
—4
—4 8
1 -2 c+12 — sisa 2
Koefisien hasil bagi
Dari proses pembagian dengan Skema Horner diperoleh
Hailbagi:x —2=0->x=2
Jadi, akar ketiga adalah 2
Jawaban: B
3. | Persamaan polinomial x3 —x2 —32x +p = 0 10
Salah satu akarnya x = 2 artinya ketika persamaan polinomial dibagioleh
x = 2 maka sisa pembagiannya 0
Untuk mencari akar yang lain kita gunakan skema Horner berikut
1 -1 -32 p
2
* 2 2 —60 +
T EE e (e
\ )
Y
E Koefisien hasil bagi h(x) ]
Dari pembagian dengan skema Horner diperoleh
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No.

Pembahasan

Skor

Hail bagi : h(x) = x? + x — 30 karena hasil bagi berderajat dua, untuk
mencari akar-akar yang lainnya kita dapat langsung memfaktorkan h(x)
menjadi
x2+x—-30=(x—5)(x+6)

Dari faktor tersebut, kita dapat menentukan akar-akar yang lainnya yaitu:

x—5-x=5

xX+6->x=-6
Jadi, akar-akar yang lainnya adalah —6 dan 5
Jawaban: A

Misalkan persamaan polinomial f(x) = x3 —3x%2 —6x + 8 = 0

Koefisien x3: 1

Koefisien x2 : —3

Koefisien x : —6

Koefisien atau konstanta: 8

Jumlahkan semua koefisien

=1+(-3)+(—-6)+8

=1-3-6+8

=0

Karena jumlah koefisien = 0, maka x = 1 merupakan akar dari persamaan
polinomial f (x)

Untuk mencari akar-akar yang lainnya, kita bagi f(x) dengan x = 1 dengan
skema horner

1 -3 -6 8

* 1 -2 -8 +
S et (o
\ J
Y
E Koefisien hasil bagi h(x) ]

Dari hasil pembagian dengan skema horner diperoleh hasil bagi x? — 2x —
8, sehingga f (x) dapat dituliskan sebagai berikut
x3-3x2—-6x+8=0
(x—1D)x%?2-2x—-8)=0
x—1Dx+2)(x—4)=0
x—1=0 atau x+2=0 atau x—-4=0
x=1 x=-2 x=4
Jadi, akar-akar persamaan polinomial adalah 1, —2, dan 4
Jawaban: C

10

persamaan polinomial 3x3 + 2x> —8x —5 =0
Nilaia; = 3,a, = 2,a;, = —8,a5 = =5
a
xle + x1X3 + XZX3 = _1
as
8

3
Jadi, nilai x;x, + x1x3 + x,x3 adalah —g

Jawaban: E

10
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No. Pembahasan Skor
6. | Persamaan polinomial 3x3 + 4x? —4x =0 10
Nilaia; = 3,a, =4,a; = —4,a7 =0
Jumlah akar-akar artinya x; + x, + x3
a
+x, +x3=——
X1+ x5 + X3 o
4
= -3 4
Jadi, jumlah akar-akar dari persamaan 3x3 + 4x? — 4x = 0 adalah 3
Jawaban: E
7. | Persamaan polinomial x* — 4x3 + 3x2 — 6x — 2 = 0. 10
Nilaia, = 1,a3 = —4,a, =3,a; = —6,a5 = —2
Jika p, q, r, dan s akar-akar persamaan polinomial, maka
a
p+tqt+r+s=— =
ay
e
1
=4
pqrs = @
2
1
=-2
1 1 1 1 S T
—t—t+—F—= + I A
pqr pgs prs qrs pqrs pqrs pqrs pqrs
_ptqtr+s
B pqrs
2
=-2
Jadi, nilai L+ 4+ 1+ 1 adalah -2
pqr  pqs prs  qrs
Jawaban: D
8. | Persamaan polinomial x3 — 2x? — 5x +p = 0. 10
Nilaia; = 1,a, = -2, = =5,a0 =p
X1, X5, dan x5 akar-akar persamaan polinomial dan
X3 = X — X1 = X1 + X3 = x5, maka
az
+x,+x3=——
X1+ x, + x3 4
(=2)
(x1 +X3) +x2 = _T
xz + xZ = 2
2x2 = 2
xZ = 1
X, = 1 merupakan akar persamaan f(x) = 0 maka f(x;) = f(1) =0
f()=0
(1°-2(1)*-5(1)+p=0
1-2(1)-5+p=0
1-2-54p=0
p—6=0
p==6
Jadi, nilaip = 6
Jawaban: A
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No.

Pembahasan

Skor

Misal :
y adalah rusuk kubus besar
x adalah rusuk kubus kecil
selisih rusuk kubus 3 cm dapat dituliskany —x =3 -y =x + 3
Jumlah volume kedua kubus adalah 637 cm?, volume kubus merupakan
hasil pangkat tiga dari panjang rusuk kubus, maka volume kubus dapat
dituliskan
x3+y3 =637
x3+ (x +3)% =637
x3 +x3 4+ 9x% + 27x 4+ 27 = 637
2x3+9x2+27x+27-637=0
2x3+9x%2 +27x — 610 =0
Untuk mencari akar-akar rasional dari persamaan polinomial p(x) = 2x3 +
9x2 + 27x — 610 = 0 kita perhatikan faktor dari koefisien pangkat
tertinggi dan konstanta dari persamaan polinomial tersebut.
Faktor dari koefisien tertinggi 2 yaitu 1 dan 2
Faktor dari konstanta 610 yaitu 1, 2, 5, dan 61
Kita coba nilai p(x) untukx = 1danx =5
Untukx =1
p(1) =2(1)3 +9(1)%+27(1) — 610
=2+9+27-610
= —-572
Karena p(1) # 0 maka x = 1 bukan merupakan akar dari persamaan
polinomial p(x)
Untukx =5
p(5) =2(5)% +9(5)% + 27(5) — 610
= 2(125) +9(25) + 135 -610
=250+ 225+ 135-610
=0
Karena p(5) = 0 maka x = 5 merupakan akar dari persamaan polinomial
p(x)
Nilai x sudah diketahui dan kita dapat menentukan nilai y dengan
mensubtitusi x = 5 ke y = x + 3 diperoleh
y=x+3
y=5+3
y=28
Luas permukaan kedua kubus adalah
=6 X (x% +y?)
=6 x (5% + 82%)
=6 X (25+64)
=6 X% 89
= 534
Jadi, jumlah luas kedua permukaan kubus adalah 534 cm?
Jawaban: B

10

10.

Diketahui :

Panjang = x

Lebar=x —5

Tinggi=x — 17

Volume wadah = 4.000 ml = 4.000 cm?

Volume wadah dapat dinyatakan dalam hasil perkalian panjang, lebar dan
tinggi wadah serta dapat dituliskan sebagai berikut.

10
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No. Pembahasan Skor

V =4.000
panjang X lebar X tinggi = 4.000
x(x—=5)-(x—7)=4.000
x3 —22x% + 85x = 4.000
x3 —22x% 4+ 85x — 4.000 = 0
Untuk mencari nilai x kita coba beberapa nilai x untuk fungsi polinomial
V(x) = x3 — 22x? + 85x — 4.000
Untuk x = 10
V(10) = (10)3 — 22(10)? + 85(10) — 4.000
= 1.000 — 2(100) + 850 — 4.000
= 1.000 — 200 + 850 — 4.000

= —4.350
Karena V(10) # 0 maka x = 10 bukan akar dari persamaan polinomial
Untuk x = 20

V(20) = (20)3 —22(20)? + 85(20) — 4.000
= 8.000 — 22(400) + 1.700 — 4.000
=8.000 — 8.800 + 1.700 — 4.000

= —3.100
Karena V(20) # 0 maka x = 20 bukan akar dari persamaan polinomial
Untuk x = 25

V(25) = (25)3 — 22(25)? + 85(25) — 4.000
= 15.625 — 22(625) + 2.125 — 4.000
=15.625 — 13.750 + 2.125 — 4.000

=0
Karena V(25) = 0 maka x = 25 merupakan akar dari persamaan
polinomial
Jadi, panjang wadah = x = 25
Jawaban: D

Skor Total 100

Untuk mengetahui tingkat penguasaan kalian, cocokkan jawaban kalian dengan kunci
jawaban. Hitung jawaban benar kalian, kemudian gunakan rumus di bawah ini untuk
mengetahui tingkat penguasaan kalian terhadap materi kegiatan pembelajaran ini.

R e Jumlah Skor 100%
= X
wmus tinghat fenguasaan Jumlah Skor Maksimum °

Kriteria

90% -100% = baik sekali
80%-89% = baik

70% - 79% = cukup
<70% = kurang

Jika tingkat penguasaan kalian cukup atau kurang maka kalian harus mengulang kembali
seluruh pembelajaran.
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E. Penilaian Diri

Anak-anak isilah pertanyaan pada tabel di bawah ini sesuai dengan yang kalian ketahui,
berilah penilaian secara jujur, objektif, dan penuh tanggung jawab dengan memberi tanda
centang pada kolom pilihan.

No. Kemampuan Diri Ya |Tidak
1. |Apakah kalian memahami persamaan polinomial?

2. |Apakah kalian dapat menentukan akar-akar persamaan polinomial ?

3. |Apakah kalian dapat menentukan jumlah akar-akar polinomial ?

4. |Apakah kalian dapat menentukan hasil kali akar-akar polinomial ?

Catatan:
Bila ada jawaban "Tidak", maka segera lakukan review pembelajaran,
Bila semua jawaban "Ya", maka kalian dapat melanjutkan ke pembelajaran berikutnya

1
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EVALUASI

Pilih satu jawaban yang paling tepat !

1. Derajat polinomial (6 — x)(2x2 — 3x)3 adalah ...
4

Mmoo wR
[co BN B o) WNd) |

2. Hasil penjumlahan polinomial x3 — 2x + 1 dan polinomial x* — x3 + 3x adalah ...

A x*+2x3+5x+1
B. x*+2x3+x+1
C. x*—x+1

D. x*+x+1

E.

x*+x3—-5x+1

3. Hasil pengurangan polinomial x* — 3x? + 6 oleh x® — 3x? — 2 adalah ...

x*+x3—6x2+8
x*—x3+8
x*+x3-8

x*+x3+6x-8
x*+x3+6x+8

Mmoo W

4. Hasil perkalian (8 — x)(2 — x F x3) adalah ...
—x*+6x3+x2—-10x+ 16
—x* —6x3 +x%—-10x + 16
—x*+8x3 +x%—10x + 16
—x*+8x3 —x%2—-10x+ 16
—x*+8x3 —x%2+10x + 16

MO0 W

5. Sukubanyak f(x) = x> — 25x* + 66x3 — 2x + 50. Nilai f(22) = ---

A -2
B. —1
C. 0
D. 4
E. 6
6. Daribentuk——— =24+ 2 Nilaid-B = -
Xc—x—2 x+1  x-2
A 2
B. 1
C. 0
D. —1
E. —2

7. Sisa dari pembagian (x3 — x2 4+ 5x — 3) : (x + 2) adalah ...

A =25
B. —-18
C. 10
D. 15
E. 19
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8. Hasil bagi dari 8x* — 20x2 + 3x — 2 oleh (2x — 3) adalah ...
8x3 + 12x% — 2x

8x% +12x — 2

4x3 + 6x% — x

4x% + 6x — 2

4x3 + 6x°% +x

Mmoo W

Sisa dari pembagian (2x3 — 5x2 + 8x — 4) dibagi (x? — x + 3) adalah ...
A 4—2x

B. 5—x

C. 3—4x

D. 5x+1

E. 2x+5

10. Sisa dari pembagian x* — 2x3 + 5x% — 3x + 2 oleh (x? — x — 2) adalah ...
A x—12
B. x+ 14
C. x—16
D. x+18
E. x—20

11. Jika f(x) = x3 + kx? + 4x — 5k — 20 dibagi oleh (x — 3) bersisa 21, maka nilai k = -+
A =7

B. -2
C. -1
D. 3
E. 5

12. Diketahui suku banyak f(x) = ax? — 2x? — 3x + b. Jika f(x) dibagi x + 1 sisanya 2,
dan jika dibagi (x — 1) sisanya 4. Nilaia - b = -+

A =30
B. —-10
C. 20
D. 25
E. 9

13. Jika pembagian (x2 + 2px — 5) dan (x3 — 3px2 + 2p) oleh (x + 1) menghasilkan sisa
yang sama, maka nilaip = -+

A -7
B. -5
C. -3
D. 4
E. 8

14. Polinomial f (x) dibagi oleh x? + 5x — 6 bersisa 2x + 10. Sisa pembagian f(x) oleh x +
6 adalah ...

A 22
B. 12
C. -1
D. -2
E. -6

15. Polinomial f(x) habis dibagi oleh (x — 5) dan jika f(x) dibagi (x + 3) bersisa —16,
maka f(x) dibagi oleh x? — 2x — 15 bersisa ...
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A 3x-5
B. 2x+12
C. 2x—10
D. 3x+2
E. 2x—-7

16. F(x) dibagi oleh (x — 3) dan (x — 2), sisanya berturut-turut 5 dan 0. G (x) dibagi oleh
(x —3) dan (x — 2), sisanya berturut-turut 2 dan —1. Diketahui H(x) =2 F(x) — 3"
G (x).]Jika H (x) dibagi oleh (x — 2)(x — 3), maka sisa pembagiannya adalah ...
A x—-1

B. x—3
C. x—7
D. x+1
E. x+4

17. (ax + b) merupakan faktor dari f (x) jika dan hanya jika ...
A f(-b)=a
B. f(a)=-b
c (50
b
D. f(2)=0
E

F(=2)=0

18. Berikut yang merupakan faktor dari x* + 5x3 — 2x + 2 adalah ...

A x—1
B. x+1
C. x—2
D. x+2
E. x—3

19. Jika (x + 2) merupakan faktor dari (x® + kx + 3k — 1), maka nilai k adalah ...

A 12
B. 9
C. 3
D. -5
E. -8

20. (x? — 3x + 2) merupakan faktor dari suku banyak (x* + 2x3 — 7x2 + ax + b). Nilai a
dan b masing-masing adalah ...

A. a=12danb = -8

B. a=8danb =-12

C. a=—-8danb =12

D. a=—-8dann = —-12

E. a=-12danb =8
21. Himpunan penyelesaian dari persamaan x3 — 6x2? + 3x + 10 = 0 adalah ...

A {=5-2,1)

B. {~2,1,5)

C. {=5,—2 -1}

D. {—1,2,5)}

E. {=5,—1,2)

1
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22. Persamaan 7x3 — 5x? + 8x — 12 = 0 mempunyai akar-akar x4, x,, dan x;.
g1 11
Nilai =+ —+—= "

X1 X2 X3
3

2
2

3

MmO O W

23. Jika salah satu akar persamaan 4x* — 15x2 + 5x + m = 0 adalah —%, maka hasil kali

akar-akarnya adalah ...

A 6
B. 4
c. 32
:
D. 2
3
E. —6

24. Panjang rusuk sebuah balok merupakan 3 bilangan berurutan. Jika volume balok
24 cm?3, maka luas permukaan balok tersebut adalah ...

A. 25 cm?
B. 32 cm?
C. 48 cm?
D. 52 cm?
E. 54 cm?

25. Seorang peneliti mengamati perkembangbiakan bakteri pada makanan yang bersisa.
Banyak bakteri pada menit ke-n memenuhi persamaan polinomial derajat 3. Jumlah
bakteri pada menit ke-1 sampai menit ke-3 adalah 7, 18, dan 53. Banyak bakteri pada
menit ke-4 adalah...

A 321
B. 312
C. 231
D. 132
E. 123

1
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KUNCI JAWABAN EVALUASI
1. D 11.B 21.D
2. D 12.C 22.D
3. B 13.C 23.C
4. C 14.D 24.D
5 E 15.C 25.D
6. D 16.D
7. A 17. E
8. C 18. B
9. B 19. B
10. B 20.C

1
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